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模型 论 是 数理 逻辑 的 主要 分 支 学 科 之 一 ， 是 研究 形式 语言 及 
其 解释 〈 模 型) 之 问 的 关系 的 理论 。 模 型 论 与 数理 逻辑 的 其 他 主 
要 分 支 学 科 如 证 明 论 、 递 归 论 、 公 理 集 合 论 等 都 有 密切 联系 和 相 
互 渗透 ， 并 且 在 经 典 数学 中 有 着 独特 的 应 用 。( 它 为 数学 论证 提供 
了 超出 一 般 常规 的 新 方法 ， 可 以 用 来 证 明 不 少 难以 用 常规 方法 证 
明 的 定理 ， 并 因而 形成 了 模型 论 代 数 、 非 标准 分 析 等 新 方向 。) 此 
外 ， 模 型 论 在 计算 机 科学 中 也 正在 日 益 受到 重视 。 

模型 论 是 一 个 新 兴 的 学 科 。 它 从 本 世纪 50 年 代 起 才 开始 得 到 
系统 的 发 展 ,并 开始 在 经 典 数学 中 陆续 得 到 种 种 应 用 。 现 在 ,模型 
论 已 发 展 成 为 一 个 根深 叶 茂 的 重要 学 科 。 在 我 国 , 在 这 方面 的 研究 
以 及 在 高 等 学 校 中 开设 模型 论 课程 则 是 最 近 十 多 年 才 开 始 的 。 

沈 复兴 同志 曾 在 北京 大 学 哲学 系 及 北京 师范 大 学 数学 系 多 次 
为 研究 生 讲 授 模 型 论 课程 。 本 书 是 他 在 自己 讲稿 的 基础 上 ， 经 过 
系统 的 整理 及 补充 而 写成 的 。 其 内 容 丰 富 ， 取 含 恰当 。 在 讲法 止 ， 
既 综 合 了 前 人 著作 中 不 少 优点 ， 又 根据 我 国 实际 及 自己 的 经 验 作 
了 具体 处 理 ， 讲 解 细致 ， 并 配 有 很 多 例题 及 习题 。 它 是 一 本 很 好 
的 研究 生 教 材 ， 并 且 可 供 数学 、 逻 辑 及 计算 机 科学 工作 者 参考 。 

我 国 的 社会 主义 建设 事业 正在 发 展 。 在 我 国 科学 技术 现代 化 
建设 的 过 程 中 ， 数 理 逻 辑 基 础 理论 及 计算 机 科学 技术 有 着 广阔 的 
发 展 及 应 用 前 景 , 而 这 些 方面 专门 人 材 的 培养 则 是 关键 的 一 环 。 我 
相信 ， 本 书 的 出 版 将 在 这 方面 起 到 它 所 应 有 的 促进 作用 。 

王 世 强 
1994 年 12 月 6 日 于 北京 师范 大 学 


前 言 


本 书 是 模型 论 的 一 本 入 门 书 ， 可 以 作为 数理 逻辑 、 哲 学 、 数 
学 、 计 算 机 科学 等 方面 本 科 生 、 研 究 生 的 教材 或 参考 书 。 本 书 第 
一 章 和 第 二 章 是 为 初学 者 容易 阅读 而 加 入 的 引子 ， 最 后 一 章 是 介 
绍 非 古典 逻辑 模型 论 的 一 点 补充 。 本 书 主要 内 容 是 介绍 可 数 语言 
一 阶 逻 辑 模型 论 的 基础 知识 。 模 型 论 研究 形式 语言 及 其 解释 模 
型 ) 之 间 的 关系 ， 是 形式 语言 的 语法 和 语义 的 关系 的 理论 。 模 型 
论 的 主要 方法 是 构造 模型 ， 除 了 紧 致 性 定理 、L 一 S 一 T 定理 、 初 
等 链 定理 、 省 略 型 定理 等 构造 模型 的 重要 定理 之 外 ， 本 书 着 重 介 
绍 构造 模型 的 常量 方法 、 图 象 方法 、 超 积 方法 、Lindenbaum 方法 、 
Skolem 函数 方法 、 不 可 辩 元 集 方法 、 力 迫 方法 ,以 及 无 穷 长 语言 
中 的 和 谐 性 质 方法 。 本 书 第 三 、 四 、 五 、 六 、 七 、 十 、 十 一 章 是 
一 阶 模型 论 的 基本 理论 ,第 八 、 九 .十 二 章 是 构造 模型 的 几 个 方法 。 

为 了 适应 更 多 的 读者 的 需要 ， 本 书 尽量 少 涉及 专门 的 数学 内 
容 , 举例 也 力求 简明 , 本 书 也 不 涉及 无 穷 基数 的 运算 ， 而 把 语言 、 
理论 和 模型 尽量 限制 在 可 数 的 范围 之 内 ， 因 此 读者 只 要 具备 命题 
演算 、 谓 词 演算 和 朴素 集合 论 的 一 些 初步 知识 就 可 以 顺利 阅读 本 
书 。 

本 书 是 受 北 京 大 学 王 宪 钧 教授 之 俞 ， 受 曼 成 书 教授 鼓励 ， 在 
王 世 强 教授 指导 下 写成 的 。 许 多 教师 、 研 究 生 阅读 过 本 书 ， 刘 壮 
虎 、 王 捍 贫 、 周 北海 、 邢 滔滔 、 张 玉 平 、 田 启 家 等 同志 提出 过 不 
少 修改 意见 ， 北 大 宋 文 坚 同志 为 本 书 的 出 版 费 了 许多 心血 ， 刘 书 
斌 、 宋 女 、 程 艺 华 同志 帮助 抄写 书稿 , 作者 在 此 表示 衷心 的 感谢 。 

本 书 原 为 王 宪 钧 先生 主编 的 数理 逻辑 丛书 之 一 。 书 未 出 齐 , 王 
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宪 钧 先生 和 胺 成 书 先生 不 幸 仙 逝 ， 本 人 也 以 中 年 之 身 ， 突 发 脑 干 
梗塞 ， 几 乎 不 起 ， 从 书 的 出 版 遇 到 了 困难 。 所 幸 北 京师 范 大 学 出 
版 社 大 力 支持 中 青年 教师 出 版 专著 和 教材 ,将 本 书 列 为 特急 出 版 ， 
本 人 也 经 天 坛 医院 医治 好 转 ， 得 以 在 医院 作 校对 ， 使 本 书 尽 快 与 
读者 见面 ， 告 慰 王 宪 钧 先生 和 爵 成 书 先生 的 英灵 。 作 者 对 北京 师 
范 大 学 出 版 社 ， 对 出 版 社 编辑 同志 的 工作 ， 对 天 坛 医院 的 医护 人 
员 ， 表 示 深 切 的 敬意 和 衷心 的 感谢 。 由 于 本 人 水 平 的 限制 ， 书 中 
存在 不 少 缺 点 和 错误 ， 请 读者 批评 指正 。 


作者 
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第 一 章 ”命题 逻辑 模型 论 


§1.1 命题 歇 辑 形式 系统 


命题 逻辑 的 一 个 形式 系统 是 由 命题 变 元 符号 ， 逻 辑 符 号 ， 由 
这 些 符 号 形成 公式 〈 也 叫 良 构 式 ， 合 式 公 式 等 ) 的 规则 ， 由 若干 
公式 组 成 的 公理 ,由 公理 经 一 定 的 推演 法 则 得 到 的 定理 所 组 成 。 以 
工 记 我 们 所 选用 的 命题 逻辑 形式 系统 ，L 的 符号 有 下 列 三 种 : 

(1) 命题 变 元 符号 : PP, P,, P,, et / 

(2) 逻辑 连接 符号 : 一 ， 一 ; 

(3) 技术 符号 (括号 ):)，(。 

工 的 命题 变 元 符号 有 可 数 多 个 ， 每 个 命题 变 元 符号 民 表 任意 
一 个 可 以 回答 是 或 非 的 命题 .的 符号 组 成 符号 串 , 满足 如 下 条 件 
的 有 限 符号 串 称 为 工 的 公式 

(1) 单个 命题 变 元 是 公式 ; 

(2) 如 果 a,B 是 公式 ， 则 〈 一 c) ，(a-~>B8) 也 是 公式 。 

公式 的 这 种 定义 是 归纳 定义 或 递归 定义 ,比如 ，P1，P; 是 公 
式 , 因此 (一 P1)，(P1 一 P,) 是 公式 , 进而 ( (一 P1) 一 (Pi 一 
P2))，(Ps>《(《( (一 P1) 一 (P,P)) 一 P1)) 等 等 也 是 公式 。 
注意 a, 8 不 是 形式 系统 中 的 符号 , 我 们 只 是 用 a, BP, 7 等 来 表 
示 工 中 的 任意 公式 。 如果 称 工 中 的 符号 为 工 的 语言 , 则 工 中 形成 
公式 的 规则 等 叫 语法 。 我 们 用 来 说 明志 所 用 的 语言 叫 元 语言 ， 比 
如 上 述 a，B，7 等 是 元 语言 的 符号 ， 对 熟悉 数理 逻辑 的 读者 ， 这 
些 是 不 会 混淆 的 ， 而 对 初学 者 ， 则 要 多 加 留心 。 

我 们 已 经 规定 任何 一 个 公式 中 所 含有 的 符号 最 多 只 能 有 限 多 
个 ， 我 们 称 公式 最 多 只 能 有 限 长 。 公 式 中 所 含 的 联接 符号 也 叫 联 
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结 词 ， 最 多 也 只 能 有 限 多 个 。 一 个 公式 中 所 含 的 联结 词 越 多 ， 公 
式 就 越 复杂 .我 们 常 把 公式 中 联结 词 的 个 数 称 为 公式 的 复杂 程度 ， 
简称 复杂 度 或 复杂 性 。 

命题 演算 中 常用 的 联结 词 A，V ， =, 在 工 中 不 出 现 。 这 是 
因为 {一 ， 一) 已 经 构成 联结 词 的 完全 集 ， 我 们 可 以 用 一 ， 一 来 
定义 A，V 和», 设 a,B 是 工 的 公式 , 则 (a 人 BpB) 定义 为 
(一 (a> 一 B)) 的 简写 ，(aV B) 定义 为 ( (一 a) 习 p) 的 简写 ， 
lampB) 定义 为 ( (a->B) 人 (B->a)) 的 简写 。 

为 了 使 公式 的 写法 稍微 简单 又 不 致 引起 歧义 ， 我 们 有 时 省 略 
公式 最 外 层 的 括号 ， 并 约定 a->B 一 7 是 公式 (a 一 〈B->7)) 的 简 
写 , a>B 是 ( (一 a) 一 B) 的 简写 。 同 时 出 现 所 有 联结 词 的 命 
题 公式 中 ， 我 们 约定 优先 顺序 为 一 ，A ，V ， 一 ，*>。 依 这 个 顺 
序 联结 的 括号 都 可 以 省 略 ,不 依 这 个 顺序 联结 的 括号 就 不 能 省 略 。 
例如 : (a 人 (一 B))V(( 一 a) 入 B)) 可 以 简写 为 aA 一 BV 一 a 人 BB. 

我 们 约定 形式 系统 工 中 只 有 可 数 多 个 命题 变 元 符号 Pl，P,， 
…，P,，…，Pn<w,， 因此 , 了 中 至 多 有 可 数 多 个 有 限 长 的 符号 串 ， 
这 样 工 中 至 多 只 有 可 数 多 个 公式 。 由 于 每 个 书 都 是 工 的 公式 , 工 
的 公式 至 少 有 可 数 多 个 ， 因 此 , 元 中 有 而 且 只 有 可 数 多 个 公式 。 

工 中 有 三 种 公理 : 

Arl -arpra 

4z2 F(ar>p>7) (a>pB)>a>7 

Ar3 片 (一 > 一 PD) 一 -=a 
当 a, B, y 取 任何 一 个 公式 时 4zl1，2，3 都 是 公理 。 因 此 工 的 每 
种 公理 都 代表 无 限 多 条 公理 ,我 们 称 之 为 工 的 一 个 公理 模式 。 这 
样 LL 有 三 种 公理 模式 。 易 见 工 的 每 个 公理 都 是 工 的 公式 , 而 工 的 
一 个 公式 不 一 定 是 一 个 公理 。 例 如 公式 P,P, 一 Pi 是 公理 , 但 公 
式 书 则 不 是 公理 。 

工 的 推演 规则 只 有 一 条 称 为 分 离 法 则 ， 记 作 MP: 从 公式 w， 
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a>B 得 到 8. 

工 的 一 个 证 明 或 者 推演 是 指 有 限 多 个 公式 组 成 的 一 个 序列 
al， qz，*…，an， 对 每 个 kn，as 或 是 一 条 公理 , 或 者 是 由 a, aj， 
i，j<%, 经 分 离 法 则 MP 得 到 。 

工 的 一 个 公式 a 称 为 工 的 一 个 定理 , 如 果 存 在 工 的 一 个 证 明 
ay oa，…，a， 使 一 xc， 即 % 就 是 公式 w， 就 称 a 是 工 的 一 个 定 
理 ， 记 作 | 片 a。 易 见 工 的 每 一 条 公理 都 是 工 的 定理 。 

例 1 设 “ 是 工 的 一 个 公式 ， 则 sw 是 工 的 一 个 定理 ， 即 
上 qra. 我 们 给 出 证 明 。 

证 明 (1) 睹 a>(ara)>a 4zl 

(2) FF- (ar(ara) a) >(arara)rara Ar2 

(3) F(araro zara (1), (2) MP 

(4) Farar>a Arl 

(5) Fara (3), (4) MP 下 

设 wm,…，ow 是 工 的 一 个 证 明 或 推演 , 则 对 任意 <n,w,…， 
%% 也 是 二 的 一 个 证 明 或 推演 , 这 样 对 每 个 k<n, a 都 是 工 的 一 个 
定理 ， 因 此 可 以 写成 Fw ， 上 ，…， 上 上 ww- 

例 2 设 *，p8 是 工 的 任何 二 个 公式 ， 则 片 一 re- 

证 明 (1) 上 -一 a> 一 hp 一 一 a Arl 

(2) 片 (一 8 一 一 ac)->a->B Ar2 

(3) 片 (( 一 -> 一 oO) 一 ax 一 B)-> 一 or (一 B-= 一 o)- 一 oa->B Arl 

(4) 片 (一 a 一 (一 DB-> 一 ao) 一 ar>8B (2), (3) MP 

(5) 上 (一 ac 一 (一 8 一 a)-a>D)-( 一 > 一 8 一 aq) 一 一 oa 一 
arp Ax2 

(6) F (a>—B>— azarpB) (4), (5) MP 

(7) 片 一 c 一 cx (1), (6) MP | 

设 w，%w，…， a 是 工 的 有 限 多 个 公式 的 一 个 序列 ， 如 果 对 
每 个 k<n，a 或 是 公理 ,或 是 定理 ,或 是 由 a;，aj，i、j<k， 经 
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分 离 法 则 得 到 , 则 a, 一 定 是 工 的 一 个 定理 。 实际 上 ,只 要 把 是 定 
理 的 w 的 证 明 补 充 进 这 个 序列 就 可 以 得 到 适合 定义 的 一 个 完全 
的 证 明 。 由 于 公理 中 的 a, 8, 7 可 以 是 工 中 任意 公式 , 我 们 已 经 
证 明 的 定理 中 的 a，pB，7 等 也 可 以 是 工 中 任意 公式 。 

例 3 设 “ 是 工 的 任何 一 个 公式 ， 则 片 一 一 ca 

证 明 (0) 片 一 一 * 一 一 一 一 一 x 例 2 

(2) 片 ( 一 ao-> 一 一 一 a) 一 一 一 ca 4z3 

(3) 片 (( 一 ca 一 一 一 一 a) 一 一 一 xc 一 a) 一 一 一 wa 一 (一 wa 一 
一 一 一 aq) 一 一 一 aa Arl 

(4) 片 一 一 ar> (一 ao 一 一 一 o) 一 一 一 or (2),(3) MP 

(5) 六 (一 一 a 一 (一 a 一 一 一 一 wa) 一 一 一 ae- 一 oa) 一 (一 一 ac 一 wa 
-一 一 一 4) 一 一 一 Ga 一 一 aa Ar2 

(6) 上 (一 一 ea 一 一 a 一 一 一 一 o) 一 一 一 ac 一 一 一 a->a (4), 
(5) MP 

(7) 上 上 一 一 a- 一 一 oa (1), (6) MP 

(8) 片 (一 一 a 一 一 一 wa) 一 (一 一 xc 二 一 一 a) 一 一 一 aa 
4z2 

(9) 片 ( 一 一 w 一 一 一 o) 一 一 一 oa (7), (8) MP 

(10) 片 一 一 a 一 一 一 x 例 1 

(11) 片 一 一 ca (10), (9) MP | 

设 荆 是 工 的 一 个 公式 集 , a,，a,，…a, 是 工 的 有 限 多 个 公式 
的 序列 , 称 这 个 序列 是 从 研 出 发 的 一 个 证 明 , 如 果 对 每 个 a, 过 
2，% 或 是 了 的 一 个 公理 ， 或 是 忆 中 的 一 个 公式 ， 或 是 从 w，w， 
i、j<k， 由 MP 得 到 ， 如 果 w，…，w 是 从 古 出 发 的 一 个 证 明 ， 
就 称 w 是 本 的 一 个 推论 ， 记 作 荆 上 -a. 

如 果 厂 是 有 限 公 式 集 {8,,，…. 甩 ), 研 片 a 也 可 写成 8,,…， 
| 片 a 公式 集 TU {a} 片 8， 也 常 简写 为 让，a 上 8 等 等 。 

例 4 a, p>a>7H- B=>7Y 
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证 明 (1) a>B>a Azl 

(2) a r | 

(3) Ba (1)，(2) MP 

(4) (Bra>7)—r (Bra) BYY 4z2 

(5) Bra>7 TI 

(6) (Br Br>7 (4), (5) MP 

(7) B—7 (3)，(6) MP 1 

注意 ， 在 例 4 的 证 明 中 , 公式 〈1) 到 〈7) 的 前 面 ， 我 们 都 
没有 加 上 符号 “上 |”, 这 是 因为 这 个 公式 序列 中 的 公式 并 不 都 是 工 
的 定理 。 例 如 公式 〈3) 和 公式 〈5) 是 栈 中 的 公式 , 而 本 中 的 公 
式 不 一 定 是 工 的 定理 。 这 样 厂 的 推论 也 不 一 定 是 工 的 定理 。 这 是 
由 厂 出 发 的 证 明 与 由 公理 出 发 的 证 明 的 区 别 。 当然, 卫 是 空 集 时 ， 
厂 的 推论 也 就 成 了 工 的 定理 了 。 

命题 1.1.1 设 丰 是 ZL 的 一 个 公式 集 ,a,8 是 工 的 两 个 公式 。 

(1) 如 果 a€ET, 则 和 卫 上 wo 

(2) 如 果 卫 上 <， PRHF op, 则 TT- B。 

证 明 (1) 由 从 三 出 发 的 证 明 的 定义 , 自身 就 是 一 个 证 明 ， 
所 以 有 T 工 上 a。 

(2) 由 定义 及 荆 片 a, 厂 片 a>8 知 存在 从 厂 出 发 的 两 个 证 明 : 

Qi，a，……，an 一 Q 

Bi, Bs, **, B=a>B 

把 这 两 个 序列 合 到 一 起 , 再 对 a, a>B 用 分 离 法 则 得 到 B, 易 
见 序 列 

ao 

是 从 械 出 发 的 一 个 证 明 。 因 此 有 TB8. | 

这 里 “命题 1. 1. 1” 是 形式 系统 工 之 外 的 一 个 定理 , 它 说 明 工 
的 性 质 , 而 不 是 工 内 部 的 形式 定理 , 我 们 称 之 为 元 命题 、 元 定理 。 
- 般 说 来 它们 不 会 和 工具 的 命题 、 定 理 等 概念 混 清 ,但 读 消 必须 
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注意 它们 之 间 的 区 别 。 

从 公理 出 发 到 工 的 一 个 定理 的 证 明 有 时 不 容易 构造 。 例 2、 例 
3 就 已 经 相当 “元 长 ”。 下 面 的 “演绎 定理 ”可 以 使 这 种 得 到 工 的 
一 个 定理 的 过 程 大 大 简化 。 

定理 1.1.2 (演绎 定理 ) 设 矿 是 工 的 一 个 公式 集 , a, p 是 
工 的 公式 ， 若 卫 ， ap8， 则 卫 片 cp。 

证 明 设 a,…, =B 是 从 TU {a} 出 发 到 8 的 一 个 证 明 ， 
则 对 任何 kX<n， a 或 是 某 一 公理 , 或 是 中 一 个 公式 , 或 是 公式 
a， 或 是 由 a;,， aj, i、j<k, 经 MP 得 到 。 现 在 对 k=1,，…,，n 归 
纳 证 明 可 以 构造 从 古 出 发 到 a>a 的 证 明 。 

当 k=1 时 , 证 TH a>a 

1.1 车 a 是 某 一 公理 ， 可 以 如 下 填补 ， 

(1) wm Ar 

(2) qa>a Arl 

(3) a>a (1), (2) MP 

1.2 若 m% 是 一 中 某 一 公式 , 仿 1. 1 填补 , 只 要 把 (1) 的 理 
由 4z 换 成 荆 。 

1.3 若 a 是 公式 a， 依 例 1 的 证 明 填补 可 得 。 

归纳 假设 对 a>a, a->a,，，… ,a>a,_1 都 已 进行 适当 填补 使 之 
成 为 从 本 推出 的 证 明 。 

现在 证 明 可 以 对 a>a; 填补 ， 使 卫 片 -ws 

2.1 设 w 是 某 一 公理 ， 仿 1， 1 填补 。 

2.2 设 mET, 仿 1. 2 填补 。 

2.3 设 w 是 公式 a, 仿 1. 3 填补 。 

2.4 设 a 是 由 a, aj,i、j<k, 经 分 离 法 则 MP 得 到 , 这 时 
或 一 ao 一 at， 或 ww 一 wa 一 a。 不 妨 设 gj 二 a 一 a:， 由 归纳 假设 


(] ) a>a, 


(2 ) ao 一 (ww 一 ab) 

均 已 填补 ， 这 里 c-> (Co 一 a) 即 >w， 我 们 继续 填补 

(3') (ar(a>a))>(ara) >ara 4z2 

(4') (ara)>ar>a (2), (3) MP 

(5') a>a, (1), (4) MP 

这 样 就 完成 了 归纳 证 明 。 当 =n 时 ， 就 构成 了 从 械 出 发 到 
ap 的 一 个 证 明 ， 因 此 卫 片 “6 1 

当 攻 ={am，*…， a} 是 工 的 有 限 公 式 集 时 ， 反 复 应 用 演绎 定 
理 就 得 到 如 下 推论 : 

推论 1.1.3 设 w，…，w 片 <， 则 乒 ww 一 … 一 ww 一 a. 

例 4 中 我 们 已 经 证 明 a, 8B-~a~>y 上 8 一 7, 由 演绎 定理 的 推论 
就 得 到 上 a> (Ba>7) 一 p>7。 

例 5 片 (op)-(B-=7) 一 ay 

证 明 由 演绎 定理 ， 我 们 只 要 证 明 

a>p, B=>7, a-7 


容易 构造 如 下 的 证 明 : 

(1) ap 

(2) a rT 

(3) 8B (1), (2) MP 
(4) B=7 fH 

(5) 7 (3), (4) MP 


这 样 我 人 有 a->B8，B->7Y,，a 片 了， 由 推论 1.1.2 知 有 
HF-(a>B)>(B>7)>a>7. 1 
例 5 使 我 们 看 到 演绎 定理 大 大 简化 了 形式 系统 工 中 定理 的 
证 明 过 程 。 请 读者 试 给 出 例 5 的 从 公理 出 发 的 直接 证 明 ， 并 加 以 
比较 。 由 例 5 我 们 还 可 以 得 到 “ 假 言 三 段 论 式 ”， 这 个 证 明 形式 常 
被 记 作 HS。 也 可 以 作为 简化 形式 定理 证 明 的 一 种 补充 规则 。 
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式 ， 


化 ， 


定理 1.1.4 “〔 假 言 三 段 论 式 HS) 设 a, 8, 7 是 工 的 任意 公 
若 睹 a>B, 片 p>7, 则 | 片 a>7。 

证 明 由 例 5 已 证 - 

(1) 上 (CorpB) 一 (6->7)- 一 ay 例 5 

(2) 上 op 题 设 

(3) 上 (8-=7) 一 ac-7 (1)，(2) MP 

(4) 上 B-=7 题 设 

(5) 上 cy (3)，(4) MP 了 

应 用 “ 假 言 三 段 论 式 ”HS, 也 可 以 使 例 3 的 证 明 过 程 大 大 简 
例 3 证 明 中 的 〈7) 可 以 由 (1)、(2) 经 HS 得 到 。 下 面 再 给 


出 一 例 说 明 演绎 定理 和 HS 的 作用 。 


例 6 证 明 片 (一 c 一 ac) 一 ca. 
证 明 ”由 演绎 定理 ， 我 们 只 要 证 明 一 ->a 上 -a 
(1) ~—a>a—>—(—7a—a) 例 2 


(2) [azar— (ara))> (ara)r—ar— (rara) 


Ar2 


中 ， 


(3) (一 ax) 一 一 ac 一 (一 aa) (1), (2) MP 

(4) (一 ca 一 (一 aa)) 一 (一 aa) 一 0 Ar3 

(5) (ara) 一 (一 ao->a) ra (3)，(4) HS 

(6) 一 aa Tr 

(7) a (6), (5) 二 次 MP 上 

无 论 是 演绎 定理 ,还 是 假 言 三 段 论 式 , 即 定理 1.1.2 和 1.1.4 
细心 的 读者 都 会 发 现 这 两 个 定理 的 证 明 中 都 只 用 到 Axl 和 


Ax2, 和 推理 规则 MP. 因此 , 在 命题 演算 的 任何 一 个 形式 系统 中 ， 
只 要 有 4z1，4z2 和 MP 成 立 ， 而 没有 其 他 推演 规则 ， 就 一 定 有 
演绎 定理 和 HS- 。 


读者 不 难看 出 演绎 定理 的 逆 定 理 是 显然 成 立 的 。 即 若 一 上 a 


~ 则 PH8. 因此 , ,a 片 8 当 且 仅 当 T 片 a>B. 又 不 难 
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看 出 假 言 三 段 论 式 也 可 以 写成 a~>B, BY | a->7. 这 样 HS 在 从 
卫 出 发 的 证 明 过 程 中 也 可 以 使 用 。 


练习 


1.1.1 证 明 下 列 各 式 : 

上 (ec 一 2) 一 一 8 一 一 a， 

上 (一 ap) 一 一 8-=a， 

上 < 一 一 c 一 p， 

上 <Ap~a， 上 | < 人 App， 

FaraVB, |- BraVB, HF- aVa>a, 

上 cb- 人 AP. 

1.1.2 证 明 ， 

上 (opB) 一 (一 (B77) 一 一 0) 一 or- 

F (ar (B77)) pay 

1.1.3 证 明 : 

FF 〈 (o-=B) >a) >a 

F= (arp) 一 8 一 a 

1.1.4 将 命题 演算 形式 系统 工 中 的 第 三 条 公理 模式 换 为 

4z3' 片 (-ra> 一 8) 一 (一 a->B)>a, 得 到 形式 系统 7, 记 
工 中 的 定理 为 片 .a, 元 ' 中 的 定理 为 |wa, 证 明 对 任何 公式 a, 上 .a 
当 且 仅 当 片 a， 即 与 7' 有 完全 相同 的 定理 集 . 

1.1.5 设 T,a-B8, 古 上 -a 证明- B; 设 TUEH-B, 对 
任意 公式 a€3,， 都 有 矿 片 a, 证 明 荆 片 B. 

1.1.6 证 明 厂 片 a, 厂 片 8 当 且 仅 当 TT 片 aAp. 


§1.2 命题 逻辑 的 模型 


形式 系统 工 中 全 体 命题 变 元 符号 为 P,，P:，…, 工 的 -一 个 模 
型 4 是 全 体 命题 变 元 组 成 集合 的 一 个 子 集 ， 即 AC {P,P,*…} 
例如 4:= (Pi，P:) ,4:=(P，P，P:) ,4:=(Pu n<w} 都 是 
也 的 模型 ， 特别 ，4 也 可 以 是 空 集 ，4 也 可 以 是 {TP,，P,，…} 自 
身 。 

工 中 任意 公式 在 某 个 模型 中 都 有 一 个 赋值 :“ 真 ”或 “ 假 ”。 公 
式 “如果 在 某 模型 4 中 取 值 为 真 ， 记 作 4Fa。 设 4 是 工 的 一 个 
模型 ， 工 的 公式 a 在 4 中 的 取 值 归纳 定义 如 下 : 

(1) a 是 某 个 命题 变 元 P;，A 上 FP; 当 且 仅 当 PE4; 

(2) a 是 一 8，A 上 Fa 当 上 且 仅 当 4 医 8; 即 8 在 4 中 取 值 不 为 

9) “是 pB->-，M4Fc 当 且 仅 当 4 医 8 或 4 上 Ea. 

这 个 定义 也 称 为 是 命题 逻辑 的 语义 定义 。 当 a 是 一 B, 或 是 
B->r 时 ，PB,， 7 的 复杂 度 比 a 小， 归纳 假设 8, r 在 模型 4 中 的 取 
值 已 有 定义 ， 这 样 由 语义 定义 可 以 确定 “在 4 中 的 取 值 。 设 “是 
工 中 一 个 公式 ,a 中 出 现 的 命题 变 元 都 在 Pi ，P:，…, P。 之 中 。 容 
易 看 出 a 在 一 个 模型 4 中 的 取 值 , 只 取决 于 P,P;,…, PP。, 中 哪 
些 命题 变 元 属于 4, 哪些 不 属于 4 , 而 与 命题 变 元 P,P … 
无 关 。 由 此 可 知 一 个 公式 在 模型 中 的 取 值 在 有 限 步 内 可 以 判定 。 

例 1 设 A= {P,P;}, B={P,} 都 是 的 模型 ,a= 一 Pi 一 
PP; 是 工 的 一 个 公式 则 4Fe， 已 芭 w. 

证 明 由 PE A, 知 4FFP， 由 语义 定义 (2) 有 4 长 一 Ph， 
再 由 语义 定义 (3) 有 A 上 EE 一 Pi 一 (P,>P,),， 即 4F-w. 

由 如一 {P:} 可 知 妃 世 己 ，BFP: 上 且 中 基 PP， 因此 BF 一 P 
且 卫 长 P: 一 Pi:， 再 由 语义 定义 (3), B 鼎 -Pi 一 (P,P,), 因此 
Ba. 1 
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例 2 设 4 是 工 的 一 个 模型 , a, 8 是 工 的 两 个 公式 ,， 则 4 上 FF 
a 人 B 当 且 仅 当 A 上 Ea 且 48; 4FxVvp8 当 且 仅 当 4Fx 或 4Fp; 
A 上 Fam*B 当 且 仅 当 4 上 Ea 和 8 或 4 上 EE 一 a 人 一 B. 

证 明 我 们 只 证 明 其 中 一 个 结论 而 把 另 二 个 留 给 读者 作 练 
习 。 我 们 知道 gA 有 B 是 一 (a> 一 8) 的 简写 。 

设 A 上 EaAB, 即 4A 一 (a 一 8), 因此 ,A 医 a> 一 8， 由 语 
义 定义 (3)，4Fc 且 4 外 一 8. 由 语义 定义 (2) 知 ， 此 即 A 上 a 
县 4 上 户 4. 

设 4Fx 且 4FF6, 则 4Fx 且 4 全 一 8. 由 语义 定义 必 有 4 世 
ca 一 8， 因此，4F 一 (~ 一 )， 此 即 4FzAp 1] 

不 难看 出 语义 定义 与 命题 演算 中 的 真 值 表 方法 并 不 矛盾 ， 由 
例 1， 我 们 看 到 一 个 公式 a, 可 以 在 某 模型 中 取 值 为 真 , 而 在 另 一 
个 模型 中 取 值 为 假 。 的 一 个 公式 w, 如 果 在 任意 一 个 模型 中 取 值 
都 是 真 ,就 称 为 7 的 恒 真 式 ， 记 作 片 <, 由 例 1 知 并 非 每 个 公式 
都 是 便 真 式 ， 但 我 们 可 以 验证 工 的 三 条 公理 都 是 恒 真 式 。 

命题 1.2.1 工 的 公理 都 是 恒 真 式 。 

证 明 ”只 要 证 明 对 世 的 任何 公式 wpB,r 沁 的 公理 4zrl,4x2， 
Ax3 都 是 恒 真 式 。 我们 只 就 4z3 给 出 证 明 , 而 把 其 余 2 条 留 给 读 
者 自行 验证 。 

设 A 是 工 的 任意 一 个 模型 ,a, 8 是 工 的 任意 两 个 公式 ,分 下 
列 两 种 情况 来 证 明 都 有 4 片 (一 c-> 一 D) 一 8-=a. 

(1) 设 4Fe 或 4 基 8, 这 时 ,由 语义 定义 (3) 一 定 有 AFEEB->a， 
再 由 语义 定义 (3) 又 有 A 上 (一 a> 一 B) 一 Ba; 

(2) 设 4 基 “上 且 4F8, 由 语义 定义 (2) 有 A 上 一 a 上 且 4 鼎 一 Pp. 
再 由 语义 定义 〈3) 知 4 医 一 a 一 一 8， 进而 又 有 
4F: (一 o> 一 8) 一 5 一 a- 

合 (1)，(2) 两 种 情况 知 不 论 <、B 是 工 的 什么 公式 都 有 
4 (一 xc 一 一 8) 一 8-a。、 再 由 4 的 任意 性 有 
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三 (a 一 BB8>a， 因 此 公理 3 是 恒 真 式 ， 上 

设 4 是 工 的 一 个 模型 , a 是 工 的 一 个 公式 , A 上 Ea 也 被 称 为 a 
在 4 中 成 立 , 或 称 4 是 a 的 -- 个 模型 ,4 满足 a 等 等 , 设 了 是 工 
的 些 公 式 组 成 的 集合 , 如 果 了 中 任何 公式 “都 有 A 上 Ea, 就 称 4 
是 他 的 模型 ， 记 作 4FT. 设 是 一 个 公式 ， 如 果 了 的 每 个 模型 
都 是 “ 的 模型 ， 就 称 了 满足 ws， 记 作 TF:c. 

定理 1.2.2 (可 靠 性 定理 ) 若 Te 则 TEEa 

证 明 设 T 上 a, 即 a 是 T 的 推论 ,由 定义 知 存在 由 出 发 
的 一 个 证 明 w，w，…w=w 设 4 是 了 的 任意 一 个 模型 , 对 过 
4 归纳 证 明 4Fw. &=1 时 , 设 a 是 工 的 一 条 公理 , 则 a 是 恒 真 
式 , 因此 有 4FFw 。 如 果 wET， 由 4 上 ET 也 有 4F=w。 归纳 假设 
已 有 4Fw， …4Fw ，… 证 明 也 有 AFa. w 是 一 条 公理 或 a, ET 
的 情况 , 仿 w 有 4Fw. 设 a 是 由 a, a, i、j<k, 经 MP 得 到 。 
不 妨 设 a 二 a 一 a， 由 归纳 假设 已 知 4Fw，4Fw， 即 4 上 <- 一 wu， 
由 语义 定义 (3) 只 能 有 4F=w。 归纳 证 明 完 成 。 因此 有 4FEw， 即 
AFa。 1 

由 定理 1. 2. 2 可 以 得 到 如 下 推论 : 

推论 1.2.3 工 的 一 个 公式 a, 如 果 a 是 工 的 一 条 定理 ， 则 a 
必 是 便 真 式 ， 即 若 上 <,， 则 上 <. 

证 明 只 要 在 定理 1. 2. 2 中 了 是 空 集 就 可 以 了 . 1 

形式 系统 的 一 个 公式 集 人 称 为 是 不 和 谐 的 (也 称 为 是 不 一 致 
的 ), 如果 对 这 个 形式 系统 中 任何 公式 a 都 有 7 上 <. 如 果 人 不 是 
不 和 谐 的 ， 即 至 少 在 一 个 公式 a, 使 了 以 a， 则 称 7 是 和 谐 的 公 
式 集 。 当 人 是 空 集 时 , 如 果 了 是 和 谐 的 , 就 称 这 个 形式 系统 是 和 
谐 的 。 

定理 1. 2.4 命题 逻辑 形式 系统 是 和 谐 的 。 

证 明 反 证 法 。 设 工 是 不 和 谐 的， 即 对 世 的 任意 公式 <， 都 
有 上 a. 由 推论 1. 2. 3 知 对 任意 公式 都 有 Fe, 即 任意 公式 都 是 恒 
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真 式 。 而 这 显然 是 不 成 立 的 . 因此 , 工 是 和 谐 的 ， 1 

命题 1.2.5 设 工 是 工 的 一 个 公式 集 , 如 果 工 中 有 一 -个 模型 
4FT， 则 了 是 和 谐 的 。 

证 明 设 了 有 -个 模型 4, 但 工 是 不 和 谐 的 。 即 对 ;2 的 每 个 
公式 w 都 有 7 上 a。 由 可 靠 性 定理 TEEa, 因此 4 瞩 a, 即 志 的 任意 
公式 在 4 中 都 取 真 值 。 而 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 对 某 个 公式 w， 
A 瞩 a, 当 且 仅 当 4 鼎 一 x， 这样, 7 一定 是 和 谐 的 。 | 


练习 


1.2.1 设 4 是 工 的 一 个 模型 ,8 是 二 的 任意 两 个 公式 ,证 
明 :4FaV ApB 当 且 仅 当 4FF< 或 4FA。4FFxep 当 且 仅 当 4F:wA 8 或 
4 户 一 人 一 8 当 且 仅 当 4Fc->p 且 4 上 6->a. 

1.2.2 证 明 4zl1、4x2 的 任意 一 条 公理 都 是 恒 真 式 。 

1.2.3 一 个 公式 称 为 恒 假 式 ， 如 果 它 在 工 的 任意 模型 中 都 
取 假 值 。 证 明 a 人 (一 a) 是 恒 假 式 ， 其 中 a 是 工 的 任意 公式 。 

1.2.4 证 明 ( 一 P,P,)P1 习 一 Pi 不 是 恒 假 式 也 不 紧 恒 真 
式 。 

1.2.5 令 T= (( 一 c~>B) 一 ca 一 8: a、B 是 了 的 公式 }, 证明 
人 没有 模型 。 

1.2.6 设 a 是 1 的 一 个 公式 , a 不 是 恒 假 式 , 就 称 a 是 可 满 
足 的 。 证 明 任意 一 个 可 满足 的 公式 <， 都 有 无 限 多 个 模型 。 

1.2.7 设 工 中 只 有 有 限 多 个 命题 变 元 符号 Ps PP， 
证 明志 中 只 有 2" 个 互 不 相同 的 模型 ， 证 明 存 在 2 个 公式 使 每 个 
公式 都 只 在 其 中 一 个 模型 中 取 值 为 真 ， 而 在 其 余 的 模型 中 取 值 为 
假 。 

1.2.8 设 公式 a 中 只 含 命题 变 元 P,P,,，…… ，P,，4 是 世 
的 一 个 模型 。 对 公式 的 复杂 性 归纳 证 明 a 在 4 中 的 取 值 只 与 P)， 
Po ，P, 是 否 属于 4 有 关 ，, 而 与 其 余 的 命题 变 元 是 否 属于 A 
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无 关 。 

1.2.9 工 中 任 一 公式 a 在 某 个 模型 中 的 取 值 是 有 限 步 内 可 
判定 的 。 

1.2.10 工 中 任 一 公式 «是否 恒 真 式 是 有 限 可 判定 的 。 


§1.3 命题 逻辑 的 完全 性 


形式 系统 了 的 完全 性 是 指 工 中 的 任 一 公式 a， 如果 a 是 恒 真 
式 则 a 是 工 的 一 个 定理 , 即 若 Fx 则 | a。 命题 逻辑 的 完全 性 可 以 
用 语法 的 推演 直接 证 明 。 而 我 们 现在 要 用 模型 论 的 方法 ， 即 语义 
和 语法 结合 的 方法 来 证 明 : 一 个 和 谐 的 公式 集 一 定 有 模型 。 由 此 
可 以 得 到 完全 性 定理 .这 个 方法 对 命题 逻辑 并 不 比 语法 推演 简单 ， 
但 可 以 使 我 们 对 下 一 章 谓词 逻辑 的 完全 性 定理 的 证 明 有 和 较 大 的 启 
发 性 。 下 面 我 们 先 来 研究 和 谐 公式 集 的 一 些 性 质 。 
命题 1.3.1 设 人 是 1 的 一 个 公式 集 , 7 不 和 谐 当 且 仅 当 存 
在 一 个 公式 a, Ta 且 人 7TH>a. 
证 明 (=>)” 设 了 不 和 谐 , 则 工 中 任意 公式 a, 了 片 a, 当然 
也 有 上 -一 a 
(<=) ” 设 a 是 工 的 一 个 公式 , THFa, 且 TH 一 a, 由 $1 例 
2, 对 了 中 任意 公式 8, 有 | 上- 一 a>(a->B)，, 不 难看 出 有 7 上 wp， 
进而 有 个 上 8， 因此 人 是 不 和 谐 的 公式 集 ， 1 
实际 上 , a 人 一 a 是 一 个 恒 假 式 或 称 为 矛盾 式 , 命题 1. 3. 1 可 
以 简写 为 , T 不 和 谐 当 且 仅 当 存 在 牙 盾 式 a 人 一 a, 使 7 上 a 人 一 a 
见 练习 1.1. 6. 
命题 1.3.2 设 了 是 工 的 一 个 公式 集 , 7 是 和 谐 公式 集 当 且 
仅 当 工 的 每 个 有 限 子 集 都 是 工 的 和 谐 公 式 集 。 
证 明 (=>) 设 了 是 和 谐 公 式 集 。 若 存在 一 个 有 限 子 集 7 CT， 
14 


了 不 和 谐 则 存在 蔬 盾 式 x 人 一 a, 使 1' 片 kA 一 a。 当然 有 
人 上 eA 一 %, 这 样 也 不 和 谐 , 与 假设 矛盾 。 因 此 T 的 每 个 有 限 
子 集 都 和 谐 。 

(<=) 设 工 的 每 个 有 限 子 集 都 和 谐 ， 但 不 和 谐 。 则 存在 公 
式 w, 使 了 上 a 人 一 a, 即 a 和 一 a 是 T 的 推论 , 因此 存在 一 个 从 人 
出 发 到 w 和 一 “的 证 明 ,az，…*…，, w= 二 a 人 ~7a, 由 于 这 个 证 明 - 
定 是 有 限 的 公式 序列 ， 其 中 用 到 的 了 中 公式 只 有 有 限 多 个 ， 因 此 
存在 有 限 公式 集 7"C7 ,7 上 a 人 一 a. 这 样 7" 便 是 不 和 谐 公 式 集 ， 
与 假设 矛盾 。 因 此 了 是 和 谐 公式 集 。 上 

命题 1.3.3 设 人 是 工 的 和 谐 公式 集 ,是 荆 的 一 个 公式 , 若 
7 Fa， 则 TUf{a) 是 工 的 和 谐 公 式 集 ; 车 全 以 a, 则 TU {一 a} 
是 工 的 和 谐 公式 集 。 

证 明 设 工 Fe 但 TU{e} 不 和 谐 ， 则 存在 矛盾 式 BA 人 一 B， 
使 TT， a 上 BA 一 8， 由 演绎 定理 有 7 上- a>BPA 一 B, 再 由 TH 上 -a 
可 得 人 上 BA 一 B. 这 样 7 不 和 谐 , 与 题 设 忒 盾 。 因此 TU {a) 是 
和 谐 的 。 

设 T 纹 a, 而 TU{ 一 a) 不 和 谐 ， 则 了 T，-za 上 a， 由 演绎 定 
理 有 TH 上 -一 >a， 由 $1 例 6| 片 (一 a->a) 一 a， 由 命题 1.1.1 得 ， 
工 上 “与 卫 凡 < 了 矛盾， 因此 ,TU{ 一 xc 和谐。 1 5 

设 卫 是 工 中 一 个 和 谐 公式 集 ， 如 果 工 中 没有 真 包含 了 的 和 
谐 公式 集 , 则 7 称 为 了 的 极 大 和 谐 公 式 集 。 这 就 是 说 7 是 极 大 的 
和 谐 公式 集 ， 当 且 仅 当 了 和 谐 ， 并 且 对 工 中 任意 一 个 公式 <， 如 
果 a&7T， 则 TU {a} 不 和 谐 。 

5 设 4 是 工 的 一 个 模型 , 令 Th(4)={a: 4Fc)， 即 Th(4) 是 

模型 4 所 满足 的 全 部 公式 的 集合 , 则 Thg4) 是 工 的 一 个 极 大 和 

谐 公 式 集 。 由 Th(4) 的 定义 知 4FTh(4) ,由 定理 1.2.5 知 Th(A) 

是 和 谐 的 。 设 “是 工 的 一 个 公式 , a&Th(4), 即 4 其 w， 从 而 有 

4 上 FF 一 %, 因此 一 xETh(4), 容易 看 出 Th(4)U (ae} 是 不 和 谐 公 式 
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集 ， 这 样 Th(4) 是 极 大 和 谐 公 式 集 。 

极 大 和 谐 公式 集 有 如 下 性质 : 

命题 1.3.4 设 人 是 工 的 极 大 和 谐 公 式 集 ， 则 

(1) 设 e 是 了 的 公式 ,TH e 当 且 仅 当 acE7， 

(2) 对 工 的 任意 公式 w，“x 或 一 x 恰 有 一 个 属于 T; 

(3) a->BET 当 且 仅 当 a&7T 或 BET. 

证 明 (1) 设 TH a， 由 命题 1 3. 3 知 TUt{a} 和 谐 。 由 
人 是 极 大 和 谐 集 知 必 有 ET， 另 一 个 方向 由 命题 1. 1. 1 (1) 可 
知 。 

(2) 首先 a 和 一 a 不 能 同时 属于 了 ， 否 则 了 T 片 a 和 人 一 a, 了 不 
和 和谐。 现在 设 a&T， 则 了 Ha， 由 命题 1 3. 3 知 TU{ 一 a} 和 
谐 ， 由 7 是 极 大 和 谐 集 有 一 aET. 

(3) 设 arBET, aET, 则 T 上 -a>p, 了 | 片 a. 由 命题 1.1.1 
(2) 有 TH 上 -BpB. 由 (1) 知 BET. 反之 , a&T 或 BET 当 a&T 时 ， 
由 (2) 有 一 a€ET, 因此 了 上 一 wx, 由 8$1 例 2 片 一 c-> (a>p)， 
此 有 了 人 | op8, 由 (2) 知 cpET. 当 BET 时 , 则 TH 6 由 4zl， 
FB> (cp) 知 了 上 8， 也 有 cpET.， | 

工 的 一 个 公式 集 T 称 为 是 完全 集 , 如 果 7' 和 谐 , 并 且 对 工 中 
任意 一 个 公式 a, T 片 a 或 上- 一 a, 易 见 极 大 和 谐 的 公式 集 一 定 
是 完全 集 。 

引 理 1.3.5 设 了 是 也 的 一 个 和 谐 公式 集 ， 则 一 定 存 在 公式 
集 下 忆 PT 使 得 薄 是 完全 集 ， 称 下 是 了 的 完全 扩充 。 

证 明 由 于 工 中 命题 变 元 只 有 可 数 多 个 , 也 的 每 个 公式 都 是 
有 限 多 个 命题 变 元 和 联结 词组 成 的 符号 串 。 因 此 亏 中 的 公式 至 多 
只 有 可 数 多 个 。 我 们 可 以 列 出 工 的 所 有 公式 : 
再 来 构造 工 中 和 谐 公 式 集 的 递增 序列 : 

T=ToCTCIT2C…CT.C…，n<ow 
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设 T DT 是 了 的 和 谐 扩 充 ， 如 果 了 T, 上 ww 就 令 T 一 TU(a) 
如 果 T. 过 a, 就 令 T+ 二 T,U {一 a.}. 由 命题 1.3. 3 知 了 ,+ 是 人 
的 和 谐 扩 充 ， 这样 我 们 归纳 地 构造 好 了 了 的 和 谐 扩 充 的 递增 序 
列 。 

令 T=UT,, 由 于 工 的 每 个 有 限 子 集 一 定 被 包含 于 某 个 77， 
之 中 , 因此 工 的 每 个 有 限 子 集 都 和 谐 , 由 命题 1. 3. 2 知人 也 是 了 
的 一 个 和 谐 扩充 。 由 7, 的 构造 知 对 工 中 每 个 公式 w, 或 a€ET, 或 
一 xcE 了 , 因此 工 是 极 大 和 谐 公式 集 , 因而 是 了 的 完全 扩充 。 1 上 

引 理 1.3.6 设 T 是 工 的 一 个 完全 集 ， 则 存在 一 个 模型 4， 
AFE7. 

证 明 令 4= {Pi;:; TH P;}， 我 们 证 明 对 工 的 任意 公式 a， 
4 上 FFx 当 且 仅 当 了 上 a. 

对 a 的 复杂 性 归纳 。 当 a 为 命题 变 元 P; 时 由 4 的 定义 , 及 语 
义 定义 《1) 知 4 片 P; 当 且 仅 当 莽 上- Pi. 

设 a 是 一 8， A 瞩 一 B 当 且 仅 当 4 其 8. 由 归纳 假设 当 且 仅 当 
HP, 由 了 是 完全 集 ， 当 且 仅 当 了 人 片 一 有 . 

设 a 是 B87. A 上 B->7 当 且 仅 当 4 菇 8 或 4 上 7， 由 归纳 假 
设 当 且 仅 当 人 以 8 或 4 片 y， 由 归纳 假设 当 且 仅 当 了 | 片 一 8 或 
了 片 y, 当 且 仅 当 7 上 BY. 最 后 一 个 当 且 仅 当 可 参看 命题 1. 3. 4 
的 证 明 。 

这 样 , 我们 就 完成 了 归纳 , 得 到 4Fe 当 且 仅 当 了 上 a, 对 于 
每 个 cE7， 自 然 有 7 上 <， 因 此 4Fx， 这 就 是 4F7T.、 【 

现在 我 们 得 到 广义 完全 性 定理 。 

定理 1.3.7 (广义 完全 性 定理 ) 设 7 是 7 的 和 谐 公式 集 ， 
则 个 是 可 满足 的 ， 即 7 有 模型。 

证 明 由 引 理 1.3.5, 知 T 有 完全 扩充 TT, 由 引 理 1. 3. 6, 元 
有 模型 4，A 上 T,， 由 TT, 当然 有 4 上 ET.、 下 
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定理 1.3.8 设 人 是 工 的 和 谐 公 式 集 ，x 是 工 的 任意 一 个 公 
式 ， 若 To， 则 人 了 上 %. 

证 明 反 证 法 。 设 了 攻 <， 由 命题 1.3.3, TU!-a} 是 和 谐 
的 . 由 广义 完全 性 定理 1.3.7 知人 TU{ 一 a} 有 模型 4, 这 样 4F 人 了 
且 4 片 一 wx， 这 与 TFc 矛 盾 。 1 

推论 1.3.9 (LL 的 完全 性 定理 ) ” 设 “ 是 工 的 任意 一 个 公 
式 ,若是 恒 真 式 , 则 “一定 是 工 的 -一 条 定理 , 即 若 Fe 则 上 a. 

证 明 只 要 把 定理 1. 3. 8 中 的 了 取 空 集 , 就 得 到 推论 1. 3. 9. 

1 

广义 完全 性 定理 有 一 个 非常 有 趣 的 推论 。 我 们 称 一 个 公式 集 
是 可 满足 的 ， 如 果 这 个 公式 集 有 一 个 模型 。 一 个 公式 集 称 为 有 限 
可 满足 的 ， 如 果 这 个 公式 集 的 每 个 有 限 子 集 都 是 可 满足 的 。 

定理 1.3.10 〈 紧 致 性 定理 ) 设 7 了 是 志 的 一 个 公式 集 ,7 是 
可 满足 的 当 且 仅 当 人 是 有 限 可 满足 的 。 

证 明 (=>) 是 显然 的 。 

(<) 设 了 是 有 限 可 满足 的 ， 则 的 每 个 有 限 子 集 都 有 模 
型 , 由 定理 1. 2. 5, T 的 每 个 有 限 子 集 都 是 和 谐 的 ,由 命题 1. 3.2 
知 7 是 和 谐 公式 集 , 这 样 由 广义 完全 性 定理 知 7 是 可 满足 的 。| 

紧 致 性 定理 是 模型 论 最 重要 的 定理 之 一 ， 下 一 节 ， 我 们 要 给 
出 紧 致 性 定理 在 命题 逻辑 模型 论 中 的 一 些 简单 应 用 。 

我 们 把 形式 系统 二 中 的 从 公理 出 发 的 证 明 或 从 一 组 公式 集 
出 发 的 证 明 叫 做 工 的 语法 , 而 把 公式 或 公式 集 在 模型 中 的 取 值 等 
叫做 工 的 语义 。 广义 完 全 性 定理 给 出 了 语义 和 语法 的 关系 ， 设 了 
是 工 的 公式 集 , a 是 工 的 一 个 公式 , 我 们 有 下 表 : 

站 和谐 。 当 且 仅 当 可 满足 

人 He ” 当 且 仅 当 TEa 

Fa 当 且 仅 当 [i 
表 中 左边 是 语法 关系 ， 右 边 是 语义 关系 。 模 型 论 的 一 个 重要 内 容 
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就 是 研究 形式 系统 语法 和 语义 的 关系 。 不 难看 出 紧 致 性 定理 是 纯 
语义 的 ， 第 五 章 中 ， 我 们 将 看 到 它 有 纯 语 义 的 证 明 。 


练习 


1.3.1 设 了 是 工 的 一 个 极 大 和 谐 公式 集 ，s、P 是 工 的 任意 
两 个 公式 , 证明: (1) a 入 BET 当 上 且 仅 当 ET 并 且 BET; (2) 
aV BET 当 且 仅 当 a€ET 或 BET; (3) ac8ET 当 且 仅 当 a, BET 
或 a,， BE&T. 

1.3.2 设 了 是 完全 集 , 有 = {a: 本 | 片 a}, 证 明太 是 极 大 和 
谐 公式 集 ， 反 之 亦 真 。 

1.3.3 设 7 了 是 工 的 一 个 公式 集 , 证 明 人 是 完全 集 当 且 仅 当 
人 有 而 且 只 有 一 个 模型 。 

1.3.4 称 一 个 公式 “是 和 谐 的 , 如 果 {a)} 是 和 谐 的 。 证 明 若 
世 一 wx， 则 “是 和 谐 的 ， 如 果 “和谐 ， 则 是 可 满足 的 。 

1.3.5 设 工 中 只 有 有 限 多 个 命题 变 元 符号 P,P,,，…，, PP,. 
证 明 存在 一 个 公式 a。，{a) 是 工 的 一 个 完全 集 。 

1.3.6 设 a, 8 是 志 的 两 个 公式 ，x,，B8 的 模型 完全 相同 ， 即 
“的 模型 是 8 的 模型 ，B 的 模型 也 是 a 的 模型 ， 证 明 上 cc 有 8. 

1.3.7 设 s，8 是 工 的 两 个 公式 ， 证 明 ， 

上 一 (人 AD) 全 一 eV 一 86; 上 上 一 (xV 8B) 一 a 人 一 B， 同样 对 
工 中 任意 个 公式 a，a,，…a,， 有 

F=@ A Aa) oa VV 0 

F=a Ve Va)e—a Ne Na 

上 ww 一 一 …->w-~B 当 且 仅 当 HF my 人 … Aa->p. 

1.3.8 试 给 出 一 例 说 明 一 个 完全 集 不 一 定 是 一 个 极 大 和 谐 


1.3.9 工 的 任 一 公式 是 否 是 工 的 定理 是 有 限 可 判定 的 。 
1.3.10 设 T 是 工 的 一 个 和 谐 公式 集 , p, 01, 9, 都 是 工 的 公 
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式 ， 证 明 
QD 车 THF4., 且 THF6, 则 TH 9.A0,。 
(ii) 车 TH-g>0 且 TH 一 gqg>0,, 则 7 上 9,V9,。 


$1.4 命题 逻辑 模型 论 


本 节 介 绍 命题 逻辑 模型 论 的 一 些 基 本 结果 ， 这 会 使 我 们 对 异 
型 论 有 一 个 初步 的 了 解 。 

了 的 一 个 公式 集 了 也 被 称 为 一 个 理论 ; 一 个 公式 集 卫 被 称 为 
是 一 个 理论 了 的 公理 集 ， 如 果 对 任意 公式 a, 也 上 < 当 且 仅 当 
7 Ho, 即 卫 与 7 有 完全 相同 的 推理 集 。 一 个 理论 称 为 可 有 限 公 
理化 ， 如 果 有 一 个 有 限 公式 集 作 它 的 公理 集 。 

定理 1.4.1 设 了 是 一 个 理论 , 卫 是 一 个 公式 集 , 入 是 了 的 
公理 集 当 且 仅 当 芽 与 的 模型 完全 相同 。 

证 明 (=>) ” 设 T 是 7 的 公理 集 . 模型 4F-P, 对 任意 aET， 
由 全 片 a 知 荆 片 a, 因此 4Fx， 于 是 有 A 睹 TT， 如 果 模 型 4F- 了 
一 样 有 4 瞩 T， 所 以 全 与 7 的 模型 完全 相同 . 

(<=) 设 卫 与 7 的 模型 完全 相同 ， 即 对 任意 模型 4，4F: 
当 且 仅 当 4FT. 设 忆 不 是 了 的 公理 集 ， 则 存在 公式 a, 使 上 a 
而 了 Ha, 或 上 -a 而 TH ww 不 妨 设 有 忆 上 < TH ec ( 另 一 种 
情况 可 同样 证 明 )， 由 命题 1. 3. 3, TIU {一 a) 和 谐 ， 因 而 有 模型 
4F7T，4F= 一 a， 但 这 时 有 4FFR， 从 而 4Fc， 得 到 了 矛盾、 上 

命题 1.4.2 设 了 ,7, 是 工 的 两 个 理论 ,对 工 的 任意 模型 4， 
4A 恰 是 TY 之 一 的 模型 ， 则 T,，7, 都 可 以 有 限 公 理化 。 

证 明 由 题 设 ,公式 集 T1UT, 没 有 模型 ， 由 紧 致 性 定理 
TUT,; 不 有 限 可 满足 ， 因 此 存在 有 限 子 集 CT,， TCC7。， 使 
TUT, 不 可 满足 。 设 A 是 工 的 任意 一 个 模型 , 设 4 瞩 丰 , 则 4 不 
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是 T, 的 模型 ， 因 此 4 不 是 T 的 模型 ， 由 题 设 4FT ， 由 命题 
1.4.1 知 是 7 的 公理 集 , 因 此 了 7, 可 以 有 限 公理 化 ,同样 7 也 
可 以 有 限 公 理化 . 1 

由 命题 变 元 符号 和 逻辑 联结 符号 人 ，V 连 成 的 公式 叫做 正 公 
式 。 例如. (PiA (PsV P;))V Ps 是正 公式 ; 而 一 Pl，Ps->Ps 等 不 
是 正 公 式 。 一 个 公式 集 工 称 为 有 保 增 性 或 称 为 是 保 增 的 ， 如 果 对 
模型 4，B， 当 4CB，4FT 时 有 BFT. 

命题 1.4.3 设 4,，B 是 命题 软 辑 的 两 个 模型 ACB， 当 且 
仅 当 对 每 个 正 公 式 a, 车 4Fw 则 BEEa. 

证 明 (一 ) 设 4ACB, 对 正 公 式 “的 复杂 性 归纳 证 明 , 若 
4Fa， 则 B 上 Ea. 

当 a 是 单个 命题 变 元 P, 时 ,车 A 上 EPi, 则 PE 4, 由 ACB 有 
PE B， 因此， 有 BFEP;. 

设 e=BAr, 则 8, -也 是 正 公式 。 若 4Fe, 则 4FB, 且 AE. 
由 归纳 假设 有 BF 且 BF， 因 此 BF 上 Eg， 对 a=BVr 类 似 可 证 。 

(二 )” 设 对 每 个 正 公 式 a, 若 4 上 Ea, 则 B 上 Ea. 任 取 PEA， 
有 4 片 书 ， 因 此 B 上 FPi, 于 是 有 PEB, 从 而 4CB. | 

命题 1.4.4 设 了 是 一 个 和 谐 理论 ，7 有 保 增 性 当 且 仅 当 个 
有 正 公式 组 成 的 公理 集 工 . 

证 明 (<<)” 设 厂 是 由 正 公式 组 成 的 公式 集 ,T 是 理论 的 
公理 集 ，A，B 是 两 个 模型 A4CB，A4 上 ET. 我 们 证 明 BT， 由 
卫 是 全 的 公理 集 知 4 上 ET. 因此 对 任意 wE 有 4Fe, 但 是正 公 
式 , 4ACB, 由 命题 1. 4. 3 知 BEa, 这 样 有 BET, 从 而 BFT， 因 
此 7" 有 保 增 性 。 

(>) 设 7 有 保 增 性 。 令 了 = {a :a 是 正 公 式 且 | 片 a), 我 
们 来 证 明 荆 是 了 的 公理 。 由 命题 1.4.1, 只 要 证 明 忆 与 了 有 完全 
相同 的 模型 。 容易 看 出 了 7 的 任意 一 个 模型 都 是 的 模型 , 只 需 证 
的 模型 都 是 了 的 模型 设 B 是 厂 的 任意 一 个 模型 , 我 们 要 证 明 
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BT. 令 3= {一 a: “是正 公 式 ，BF- 一 }， 我 们 断定 TU 是 
和 谐 公 式 集 。 

任 取 的 有 限 子 集 {一 @,… ,一 0,) , 则 BF 一 @y 人 …… A—a,, 
因此 有 BF 一 (wV…Vaw)， 由 wm，…，w 是 正 公式 ，wV…Vw， 
也 是 正 公 式 ， 这 样 了 H alV… Vo， 否则 a,V…V oa,ET, 而 导致 
BFEwV…Vw 的 矛盾 。 而 由 命题 1. 3.3， 从 TH wV…Vw 可 得 
TU{ 一 (qa V…Va,)} 和 谐 。 这 样 全 U {一 wm ，…， 一 a,) 也 和 谐 。 
这 就 是 说 TU 的 每 个 有 限 子 集 都 和 谐 , 由 紧 致 性 定理 , TU 是 
可 满足 的 。 设 4 是 TUZ 的 模型 , 则 4FET，4F3. 这 样 对 任意 正 
公式 a, 如 果 B 上 一 a, 则 一 a€ ,从 而 A 片 一 %， 反 过 来 说 就 是 对 
每 个 正 公式 %, 如 果 AFa, 就 有 BF 由 命题 1.4. 3，ACB, 最 
后 由 工 的 保 增 性 知 BFET， 1 

定理 1.4.5 设 " 是 L 的 一 个 公式 ,a 不 是 恒 真 式 也 不 是 恒 假 
式 ，a 具有 保 增 性 当 且 仅 当 a 等 价 于 一 个 正 公式 。 

证 明 (二 ) 设 等 价 于 一 个 正 公 式 B, 即 上 we*B, 则 a,B 有 
完全 相同 的 模型 , 由 命题 1. 4. 4, B 有 保 增 性 , 因此 a 也 有 保 增 性 。 

(一 ) ” 设 a 有 保 增 性 ,因为 a 不 是 恒 假 式 ， 所 以 (a) 和谐， 
由 命题 1.4.4，{a} 有 正 公 理 集 忆 , 因此 上 -a, 这 样 必 有 一 个 有 
限 子 集 {7 ，… ,7,) CIT, 使 7 ，…, 7, 上 a， 由 于 a 不 是 恒 真 
式 , n 头 0， 这样 有 和 人 … 人 7 上- a, 片 XA 和 … 人 7Y,>a, 由 于 本 是 
a 的 公理 集 ， 因此 有 a 片 sn a 上 上 Vs 当然 有 a 片 7 和 人 … 信 7,， 
睹 a>XA…A7Y. 因此 a 与 7 入 … 人 7, 等 价 。 而 7 入 … 人 A 人 7, 是 一 
个 正 公 式 。 上 

现在 我 们 来 看 命题 逻辑 中 的 Horn 公式 。 一 个 公式 a 叫做 基 
本 Horn 公式 , 如 果 a 二 a,V… Va,, 其 中 至 多 一 个 w, 1<i<n, 是 
单个 命题 变 元 , 其 余 的 a, j 关 i, 都 是 单个 命题 变 元 的 否定 。 例 如 
一 PIV 一 P:， 一 P1V 一 PsV P,P 等 都 是 基本 Horn 公式 ， 基 本 
Horn 公式 的 合 取 式 称 为 Horn 公式 。 
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-个 公式 集 了 叫做 保持 有 限 交 , 如 果 对 任意 两 个 模型 4、B， 
4 二 7 BEF-T 都 有 fiAF:7 容易 看 出 如 果 人 保持 有 限 交 , 则 人 
的 任意 有 限 多 个 模型 的 交 仍 是 的 模型 。 

公式 集 叫做 保持 任意 交 , 如 果 了 的 任意 多 个 异型 的 交 仍 是 
了 的 模型 , 

命题 1.4.6 一 个 理论 了 保持 任意 交 当 且 仅 当代 保持 有 限 
交 ， 

证 明 (=>) ”是 显然 的 。 

(<=) 设 了 保持 有 限 交 , 令 {4;, i€7T) 是 一 个 模型 族 ， 对 
每 个 i€E7, 4 瞩 7T, 令 8 二 4,, 我 们 要 证 明 BF 令 3= {Pi: 
BEEP,) U {一 PD,: BF 一 P,}, 3 是 B 中 命题 变 元 和 不 在 B 中 的 命 
题 变 元 的 否定 组 成 的 集合 。 我 们 断定 了 UZ 可 满足 。 任 取 马 的 有 
限 子 集 , 设 其 中 含有 命题 变 元 的 否定 为 一 Pl，…， 一 P,。 当 n=0 
时 ， 即 这 个 有 限 子 集中 没有 命题 变 元 的 否定 而 只 有 B 中 命题 变 
元 , 由 B 二 站 4;, B 中 命题 变 元 属于 每 个 4， 所 以 每 个 A, 都 是 这 
个 有 限 子 集 的 模型 。 当 n>0 时 , 则 一 定 存在 局 ,，…, i,€E17, 使 忆 ， 
An, ,PE A 令 A=An) A,,, 不 难看 出 4 是 这 个 有 
限 子 集 的 模型 , 由 了 保持 有 限 交 , 又 有 4 片 7, 这 样 TUS 是 有 限 
可 满足 的 ， 由 紧 致 性 定理 了 US 有 模型 ,但 是 容易 看 出 三 只 有 一 
个 模型 ,内 此 BT. | 

由 命题 1. 4.6 知 7 保持 有 限 交 与 了 保持 任意 交 是 一 致 没有 
区 别 的 ， 这 样 我 们 可 以 统称 7 保 交 而 不 分 有 限 与 任意 。 

命题 1.4.7 理论 了 保 交 当 且 仅 当 人 有 以 Horn 公式 组 成 的 
公理 集 。 

证 明 (<=) ”只 要 证 明 每 个 Horn 公式 保 交 , 为 此 只 要 证 明 每 
个 基本 Horn 公式 保持 有 限 交 。 设 a= 一 aV 一 @;V…V 一 a,VB， 
其 中 m,，…，w，8 都 是 单个 命题 变 元 。 设 模型 4、B 都 满足 a, 我 
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们 证 明 4 门 BFw. 如 果 4 或 B 有 一 个 满足 某 一 a;,1<i<n, 不 妨 
设 A 一 a, 则 mA, 因此 a&ANMB,，ANBFEF 一 a, 于 是 有 4 
门 B 奢 a. 如果 对 任意 i=1, …, n, 都 有 4 上 a;， BEEa,, 则 必 有 4 
片 6，BFB， 因 此 有 A 们 B 睹 8， 于 是 也 有 ANNBFFa. 

(之 ) ” 设 理论 工 保 交 。 令 T= {a: a 是 Horn 公 式 , 全 上 a}， 
我 们 证 明 本 是 了 的 公理 集 。 由 命题 1.4.1, 只 要 证 明了 与 了 有 完 
全 相同 的 模型 。 容易 看 出 7 的 任 一 模型 都 是 的 模型 。 现在 设 模 
型 BE 夏 ， 我 们 来 证 明 BT， 分 两 种 情况 加 以 讨论 。 

(1) 8 包含 了 工 的 全 体 命题 变 元 , 即 任意 命题 变 元 P,E B. 邻 
2= {7,: PP; 是 工 的 命题 变 元 }, 我 们 断定 TUS 可 满足 。 任 取 2 
的 有 限 子 集 w，…，ow， 由 BFEwA…Aa, B 颖 一 a VV za， 
及 一 mV…V 一 m 是 Horn 公式 知 T 了 TH 了 zaV…V 一 ,因此 
TU {a 人 …Aa,} 和 谐 ,可 满足 ,这 样 了 UZ 有限 可 满足 。 由 紧 致 
性 定理 TU 可 满足 ， 因 此 有 模型 。 而 容易 看 出 互 只 有 一 个 模型 
B.， 这样 就 必然 有 BF 

(2) 存在 P&B, 令 I= {i: Pi 全 B}， 对 每 个 IET， 令 
= (BA… 人 有 ,和 人 一 疡 : B,，…pB, 都 是 B 中 命题 变 元 ), 不 难看 
出 马 中 有 限 多 个 公式 的 合 取 式 仍然 是 马 中 的 公式 。 对 马 中 任意 
一 个 公式 B 入 … 人 Bp, 人 A 一 P,， 有 BEB 入 … 人 B, 人 一 P;， 因 此 
B 颖 一 BIV…V 一 B.V P;， 由 于 一 BL1V…V 一 B,V P; 是 Horn 公 
式 , 它 一 定 不 是 的 推论 , 这 样 TU {PB, 信 … 人 PB, 人 一 Pi} 和 谐 可 
满足 , 这 就 是 说 TU5 有 限 可 满足 。 由 紧 致 性 定理 TU 有 模型 。 
对 每 个 :ET, 令 Aj 上 TU5 则 BCAh;，P;& A;， 这 样 8= 由 Ai， 由 也 
保 交 知 必 有 BFET， | 

定理 1.4.8 二 的 一 个 公式 保 交 当 且 仅 当 等 价 于 一 个 Hron 
公式 。 

证 明 由 命题 1. 4.7 知 Horn 公式 保 交 。 设 a 是 工 的 一 个 公 
式 , a 保 交 ， 由 命题 1.4.7 知 {a} 有 Horn 公式 组 成 的 公理 集 芽 ， 

24 


由 卫 片 < 知 必 有 有 限 多 个 公式 wm，…， o,ET ,使 4，…, 0 上 
因此 有 上 maA…Aa>a,， 再 由 a 上 a,…,a 上 a, 也 有 
amwA…Aaw， 因 此 有 上 aaA…Aa- 因此 a 等 价 于 
mA.…Aaw， 由 于 m，…，w 是 Horm 公 式 ， 从 而 m 入 … 人 w 也 是 
Horn 公式 。 | 

定理 1.4.5，1. 4.8 给 出 两 个 语义 和 语法 概念 等 价 的 例子 ， 

a 保 增 、 当 且 仅 当 a 等 价 于 正 公 式 

a 保 交 当 且 仅 当 a 等 价 于 Horn 公式 

这 些 例子 都 是 在 命题 逻辑 中 应 用 紧 致 性 定理 得 到 的 结果 。 在 
一 阶 逻 辑 中 由 于 公式 和 模型 都 更 复杂 ， 类 似 的 问题 变 得 复杂 和 困 
难得 多 ， 当 然 也 就 更 有 趣 ， 更 有 吸引 力 。 


. 练习 


1.4.1 设 4,B 是 命题 逻辑 的 两 个 模型 , 证 明 A4A=B 当 且 仅 
当 4，B 满足 的 公式 完全 相同 。 

1.4.2 设 了 是 一 个 和 谐 理论 , B 是 一 个 模型 , 设 Tb 是 了 的 
所 有 正 公式 推论 组 成 的 集合 ， 即 Tp 二 {a: a 是正 公式 , TH 上 a}， 
证 明 BF7T 当 且 仅 当 存 在 模型 4，4FET，4CB. 

1.4.3 设 人 是 一 个 和 谐 理 论 , B 是 一 个 模型 , 设 7, 是 了 的 
所 有 Horn 公式 推论 组 成 的 集合 , 即 T,= {a; a 是 Horn 公式 ,人 
上 “}， 证 明 BFT, 当 且 仅 当 存在 模型 族 4,，iET， 对 每 个 1ET， 
AFT, 且 B=04: 

1.4.4 令 T 是 无 限 多 个 单个 命题 变 元 组 成 的 公式 的 公式 
集 , 证 明了 不 可 有 限 公 理化 。 

1.4.5 令 L= {Pi: i€ED}, Li= {Pi: i€1,), L=L.NL, 
T, 是 工 的 和 谐 理论 ， 7, 是 工 , 的 和 谐 理 论 , T, 站 7T, 是 工 的 完全 
理论 ， 则 了 T,UT, 是 LUL, 的 和 谐 理 论 。 
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第 二 章 一 阶 逻 辑 


$2.1 一 阶 逻 辑 形式 系统 


1. 第 一 章 我 们 已 经 介绍 了 命题 逻辑 形式 语言 .但 我 们 知道 ， 
只 用 命题 语言 还 不 能 描述 那 怕 是 简单 的 数学 概念 。 比 如 数学 中 的 
子 数 (x), 大 于 关系 >>, 由 它们 构成 的 命题 : 对 每 个 x, 玉 (x) 宇 0; 
存在 一 个 z+，F(x) <0， 等 等 ， 不 可 能 只 用 命题 变 元 来 刻 划 。 为 
了 能 够 描述 数学 概念 ， 我 们 要 用 更 复杂 的 形式 化 语言 。 

一 阶 逻辑 形式 语言 纪 是 指 以 下 三 组 符号 组 成 的 集合 .这 些 符 
号 可 以 只 是 有 限 多 个 ， 也 可 以 是 可 数 无 限 多 个 ， 甚 至 可 能 有 超 穷 
无 限 多 个 ， 即 不 可 数 无 限 多 个 。 

(1) 关系 符号 Ri, iE7; 

(2) 函数 符号 F)，jE€ J; 

(3) 个 体 常量 符号 c,，kEKK. 

记 玫 = {{Ri}ie1，{Fj)jes，{Cihrex，}, 对 经 中 每 个 关系 符号 
Ri,iE1T, 有 某 一 个 确定 的 正 整数 "之 1, 称 R; 是 nn 元 关系 符号 ,对 
红 中 每 个 函数 符号 ,jE J 也 有 某 一 个 确定 的 正 整数 mw 宇 1， 称 
为 m 元 函数 符号 。 

对 一 些 常用 的 有 限 语 言 , 我 们 仍 用 习惯 方式 来 表示 , 例如 , 令 
={&}, Le={&, +, +, 0, Ls={+, 。， 一 ，0，1)}. 
人 | 中 只 有 一 个 二 元 关系 符号 过 , 即 通 常 意义 下 的 序 关系 “小 于 等 
于 ”; 绎 。 中 除 乏 外 , 还 有 两 个 二 元 函数 符号 十 ，，， 加 法 和 乘法 ， 
以 及 一 个 个 体 常 量 符号 0; 经 : 中 没有 关系 符号 ， 除 了 十 ，“， 外 还 
有 一 个 一 元 函数 符号 “一 ”, 补 运算 , 另外 还 有 个 体 常量 符号 0 和 
1 
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对 于 每 个 形式 语言 乡 , 我 们 总 假设 其 中 还 有 如 下 一 些 逻 辑 符 


个 体 变 元 vos vi vs 人, Vs nws 
连接 符号 一 《蕴含 )， 一 〈 非 ); 
量词 符号 Y (任意 一 个 ); 


括号 (,). 

逻辑 符号 是 每 个 语言 和 中 都 有 的 符号 ,因而 不 记 入 纪 中 。 我 
们 称 乡 中 的 关系 , 函数 和 常量 符号 为 非 逻 辑 符 号 , 以 | 乡 | 记 语言 
多 的 非 逻辑 符号 集 的 基数 ， 而 以 中 红 上 记 红 中 全 体 符号 的 集合 
的 基数 , 称 | 2 | 为 语言 经 的 势 。 由 于 逻辑 符号 有 可 数 无 限 多 个 ， 
因此 .2 上 =wU 1 经 |. 当 和 中 非 逻 辑 符号 只 有 有 限 多 个 或 可 数 
多 个 时 ,| 经 |<w,， 到 1 一 w， 我 们 就 称 双 为 可 数 语言 。 两 个 形 
式 语 言 Z, 2 ,如 果 2E2 , 即 红 是 到 的 子 集 , 则 称 纪 是 2 
的 归 约 , 或 称 2 是 忆 的 膨胀 , 如 前 例 中 的 到 是 纪 : 的 归 约 , 经: 
是 到, 的 膨胀 。 


2. 项 
(1) 单个 变 元 ， 或 单个 常量 符号 是 项 ; 
(2) 若 t1，…， 是 项 ,FjEJ， 是 丝 的 mm 元 函数 符号 ， 


则 F(t ，…，tm) 是 项 。 
3， 原子 公式 《1) 如 果 ， ts 是 项 ， 则 坟 三 ts 是 原子 公式 ; 
(2) 如 果 ，…, 是 项 ，R,, i EI, 是 人 的 n 元 关系 符号 ， 
则 R(t ，…t,) 是 原子 公式 。 
4. 公式 
(1) 原子 公式 是 公式 ; 
(2) 如 果 gp,，y 是 公式 ， 则 《gq->y)，( 一 9) 也 是 公式 ; 
(3) 如 果 9 是 公式 ，z 是 某 个 体 变 元 ， 则 (Yzxy) 也 是 公式 。 
上 述 项 ,原子 公式 和 公式 部 是 递归 定义 的 。 例 如 人 = {F, ,下 ,， 
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R,, R,, c)， 其 中 Fi, FF, 分 别 是 一 元 和 二 元 函数 符号 ， R,, 及 :分 
别 是 一 元 ,三 元 关系 符号 ,c 是 常量 符号 , 则 w ,vc 是 项 ,Fi(v)， 
Fw，c)，Fs(fi(v1)， vs) 也 是 项 , wv) 圭 v,, v1 圭 c，Fi(v1) 三 c， 
Fv,c) 三 F,(f1《w1)，v) 是 原子 公式 ,Ri《c),， Ri(fi(v1), co)， 
Rwi， vi，C) ,Re(Fs《w1，c),Fi(v1)，v2) 也 是 原子 公式 , (一 v1 硅 
v2)，( 一 RCO) 人 wy 硅 c))，Yv1《Fi(c) 三 wi 人 Ri(v1)) 是 公式 。 对 
于 常见 的 一 些 函数 符号 和 关系 符号 ， 由 它们 生成 的 项 ， 公 式 仍 采 
用 习惯 记 法 ， 例如 丝 = {+，。, 达 , 0, 1}， 则 vw,， Vz，0， 1 是 ， 
项 , 1 十 1，vi， vs，vi， (vs 十 0) 也 是 项 ， 如 十 vs 三 0， vi * Vs 三 
v2 * Vi 十 1 志 v;。 (v1 十 0)，0 志 1 是 原子 公式 ，Yv (oo 十 1 过 0)， 
一 Yuw (wi 十 v2 三 0 人 v1v2) 等 是 公式 。 

第 一 章 中 公式 的 元 语言 记号 常用 a, 8, 7, 而 从 现在 起 我 们 用 
9 乡 等 元 语言 记号 来 表示 公式 , 设 p、y 是 一 阶 逻 辑 红 的 公式 , 与 
命题 逻辑 一 样 ， 可 引进 其 它 联接 词 ， 我 们 可 以 用 联接 符号 一 ， 一 
来 定义 其 它 联接 符号 , 例如 : gAy 一 (gp* 一 ,pVy 玫 
(一 D> 办 ,py 二 (pry)A (yp). 我 们 的 系统 中 把 “Y” 当 
成 基本 量词 符号 , 而 把 3 当成 由 “一 , Y ”组 成 的 公式 的 简写 。 设 
9 是 绎 的 公式 ，z 是 某 个 体 变 元 符号 ， 则 

amy- 寻 (一 (yz)( 一 9。 
现在 ， 我 们 可 以 在 一 阶 语言 = {十 ，，， 三 ，0，1) 中 描述 这 
样 的 数学 命题 ; 

“任何 一 个 大 于 零 的 数 都 可 以 开 方 >。 令 

9 一 Yu (一 (ww 和 0) 一 ovz。u:)， 不 难看 出 9 就 是 适 合 要 
求 的 公式 。 

为 了 书写 方便 我 们 有 时 按 习惯 方式 省 略 那些 不 会 引起 歧义 的 
括号 ， 比 如 公式 最 外 层 的 括号 等 等 。 我 们 还 约定 用 中 一 多 一 内 一 内 
作为 p 一 (gp 一 (pp 一 9) 的 简写 ,Pp 和 AP 作为 a 人 (pp 人 pn) 或 (q 
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Ag) 人 9 的 简写 等 等 。 对 后 一 种 写法 的 可 行 性 从 命题 逻辑 的 语法 
和 语义 解释 中 都 不 难看 出 。 命 题 逻 辑 中 的 优先 顺序 一 , 人 ,V ,一 ， 
个 在 一 阶 逻 辑 中 同样 有 效 。 

我 们 常用 元 语言 符号 x,y,z 来 表示 纪 中 的 任意 个 体 变化 w， 
9 vi 一 个 公式 中 有 Vzxgq 或 3 yy 出 现 , 就 称 9 为 量词 Vz 的 辖 域 , Y 
为 量词 3x 的 辖 域 。 如 果 个 体 变 元 = 出 现在 量词 Vz,Iz 的 辖 域内 ， 
则 称 在 这 个 辖 域内 出 现 的 zx 为 约束 变 元 ,或 称 zx 在 辖 域内 约束 出 
现 , 如 果 z 不 在 量词 Yz 或 3x 的 辖 域内 ,就 称 z 自由 出 现 , 自由 出 
现 的 变 元 z 也 叫做 公式 的 自由 变 元 ， 例 如 在 公式 

9 二 VYvi(vi 十 v4 二 0) 司 Iw.3v2《v1* v2 三 1) 中 ,vi 的 两 处 出 现 都 
是 约束 出 现 , 而 前 一 个 v 是 自由 出 现 , 后 一 个 v, 是 约束 出 现 。 这 
样 w 是 9 的 自由 变 元 。w，z: 又 都 在 pg 中 有 约束 出 现 。 

我 们 将 看 到 自由 变 元 在 公式 中 起 着 重要 作用 ， 因 此 我 们 约定 
用 zzi…z,) 表示 一 个 项 t,t 中 所 出 现 的 变 元 都 在 xz，…，x, 之 
中 。 用 9 (ze**z,) 表示 公式 9 9 中 所 有 自由 变 元 都 在 rz ，…，xzv 
中 。 这 里 要 特别 注意 ， 我 们 并 不 要 求 zx ，…，<z, 都 一 定 在 区 zi… 
xz) 中 出 现 , 也 并 不 要 求 都 在 wzi…zs) 中 自由 出 现 。 而 只 是 要 求 
trzzo) 中 的 变 元 ，Yzi…zs) 中 的 自由 变 元 是 在 mr ，…，zu 之 
中 ， 例 如 我 们 可 以 用 Cvivsvs)，ts 《vivzvs)，ts《vivev3) 来 表示 
纪 二 {十 ， 1} 中 这 样 三 个 项 ,t=1, ts=vi 十 1 二 v1 十 vz 十 v3. 可 
以 用 gv v2 v3)， gv1， vi， v3)， (v1，vs，v;) 来 表示 这 样 
三 个 公式; 9g=(vi+l=v,)，% Yvs (vty 二 vs 二 v1); 
匈 王 3uw (vs 十 V1 三 vi 十 vs)。 当 然 在 不 需要 特别 指出 哪些 是 公式 pg 中 
的 自由 变 元 时 ,我 们 也 简单 地 用 9 表示 任意 一 个 公式 ,其 中 含有 自 
由 变 元 , 有 时 也 用 Y(z) 表示 公式 8 中 有 自由 变 元 zx, 也 许 还 有 别 
的 自由 变 元 。 

没有 自由 变 元 的 公式 叫做 句子 .不 含 变 元 的 公式 当然 是 句子 ， 
每 个 变 元 都 约束 出 现 的 公式 也 是 句子 。 例 如 
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YoVva《wi 十 v4 二 v2 十 v1) 是 一 个 句子 ,一 (1 十 1 三 1) 也 是 一 个 句子 。 
一 阶 逻辑 中 句子 起 着 极 重 要 的 作用 。 事 实 上 每 个 公式 都 可 以 在 其 
最 前 面 添加 上 一 组 全 称 量词 而 得 到 一 个 句子 。 

设 wz) 是 一 阶 语言 双 的 一 个 公式 , x 是 9 中 自由 变 元 ，( 可 
能 还 有 别 的 自由 变 元 ), t 是 纪 的 一 个 项 。 我 们 用 pkv1/t) 表示 用 
t 代 换 p 中 所 有 自由 出 现 的 v 后 得 到 的 公式 , 例如 令 
Y={+, 。，1)， 

Hv01)=¥Yvv1 二 vv 二 0 A Vv (vi d=1), t=v* vi, 
则 gw /2) =Yv v3 vtv 二 vv v1) A Vv Cv v=1). 

我 们 称 项 上 相对 于 x 在 公式 中 自由 ， 如 果 上 中 每 个 变 元 在 
Yz/t) 中 被 代入 后 的 出 现 都 不 受 约束 。 上 例 中 上 相对 于 w 在 pw) 
中 是 自由 的 ,但 如 果 上 一 w, 则 :上 不 再 相对 于 vw 在 上 例 的 9 中 自由 。 

我 们 定义 的 一 阶 语言 是 含有 符号 “三 ”作为 逻辑 符号 的 ， 因 
此 称 为 具有 等 号 的 一 阶 语言 。 

而 通常 的 符号 “二 ” 则 看 成 是 形式 语言 之 外 的 元 语言 符号 。 我 
们 常用 t=v，g=VYvi(vi 十 vs 三 v2 十 v1)， 其 中 “=” 表 示 “ 就 是 ” 
或 “是 ”的 意思 。 而 逻辑 符号 “三 ”到 现在 为 止 我 们 还 只 是 把 它 
看 成 一 个 形式 符号 。 

设 乡 是 一 个 一 阶 形式 语言 ， 乡 中 全 体 逻 辑 符号 和 非 逻 辑 符 
号 的 集合 的 基数 记 作 上 ‖ 红 上. 显然 有 乡 之 w. 通过 集合 论 简单 
的 基数 的 计算 容易 知道 : 2 中 的 符号 组 成 的 有 限 长 的 符号 串 的 全 
集 的 基数 仍 是 | 纪 让 ， 由 于 弓 的 每 个 公式 都 是 sf 中 符号 的 有 限 
长 的 串 ， 纪 的 所 有 公式 组 成 的 集合 的 势 一 定 不 大 于 ‖ 乡 上. 另 一 
方面 , 对 双 中 每 个 变 元 x, zx 三 x 是 乡 的 公式 , 对 经 中 每 个 非 逻 
辑 符号 ， 也 容易 构成 纪 的 至 少 一 个 公式 ， 这样 乡 的 所 有 公式 的 
集合 的 势 应 当 不 少 于 ‖ 纪 外 . 合 此 两 者 , 我 们 有 2 的 所 有 公式 的 
集合 的 势 是 上 外 ， 我 们 再 来 看 纪 的 所 有 句子 组 成 的 集合 的 势 ， 
由 每 个 句子 都 是 一 个 公式 知 句子 集 的 势 不 大 子 公式 集 的 势 
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| < 上 .而 我 们 知道 ， 每 个 公式 都 可 以 通过 增加 量词 而 得 到 句子 ， 
不 同 的 公式 得 到 的 当然 是 不 同 的 句子 。 这 样 ， 句 子 集 的 势 也 不 小 
于 公式 集 的 势 。 合 此 两 者 , 我们 又 得 到 缘 的 所 有 句子 集 的 势 也 是 
1 丝 上 .这 样 ‖ 丝 上 就 同时 表示 弓 中 所 有 符号 组 成 的 集 的 基数 ， 
红 中 所 有 公式 的 集合 的 基数 和 乡 中 所 有 句子 的 集合 的 基数 。 

5. 一 阶 逻辑 公理 

设 纪 是 一 阶 语言 ， 纪 的 公理 系统 中 有 三 组 公理 : 

〈 甲 ) 命题 公理 。 设 p, y, + 是 红 的 任意 公式 , 以 下 三 种 公式 
都 是 公理 : 

Azrl pryry 

Ar2 (pryrn pr?rr 

Ar3 (一 Jr> 一 人 一 人 >9 

( 乙 ) 量词 公理 。 设 mw Y 是 区 的 任意 公式 , z 是 弓 的 任意 个 
体 变 元 ， 则 以 下 两 种 公式 都 是 公理 : " 

4z4 YrlgYJ)>p>Yzy， 不 在 9 中 自由 出 现 ; 

Azr5 Vz9p(z) 一 wz/)，zt 相 对 于 z 在 9 中 自由 。 

(两 ) 等 词 公理 。 设 tt， 是 纤 的 项 ,，R 是 丝 的 nn 
元 关系 符号 , 下 是 乡 的 m 元 函数 符号 ， 则 以 下 三 种 公式 都 是 公 
理 : 


4z6 i=t 

4z7 tsi 二 tm Rt) Rten) 
4z8 tlt, ttm F (ttn)EF (tari't2m) 
6 推演 规则 


(1) 分 离 法 则 MP. 由 9 和 gpg>y 得 y; 
(2) 概括 法 则 G。 由 9 得 Vxy 
有 时 ， 我 们 也 称 G 为 推广 法 则 。 
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练习 


2.1.1 用 一 阶 形式 语言 写 出 描述 下 列 命题 的 公式 : 

(1) R(v) 是 个 一 元 关系 ， 至 少 有 两 个 元 素 满足 Rs 

(2) P(z，?y) 是 二 元 关系 ， 对 每 个 z 都 有 一 个 y 满足 关系 
P(x，y)， 并 且 没 有 一 个 y， 使 每 个 xz 都 满足 PCx，y); 

《3) 每 个 大 于 1 的 数 都 有 一 个 小 于 1 的 倒数 . 

2.1.2 令 红 = (十 ,，，, 声 , 0, 1), 在 乡 中 写 出 描述 下 列 
命题 的 公式 : 

(1) 加 法 和 乘法 满足 结合 律 不 满足 交换 律 ; 

(2) 任意 一 个 数 的 平方 大 于 0， 则 这 个 数 不 等 于 0; 

(3) 任意 两 个 数 都 能 比较 大 小 ; 

〈4) 0 是 加 法 单位 元 ，1 是 乘法 单位 元 。 

2.1.3 公式 YwR(uw，vu) 中 哪个 变 元 是 自由 变 元 ? 公式 
YuwR(ovos) 一 YuzR(u ，z) 中 哪个 变 元 是 自由 出 现 , 哪个 变 元 是 
约束 出 现 ? 

2.1.4 项 Po，v) 相对 于 vw 在 公式 3vP(u，v) 中 是 否 
自由 ? 玉 (uw，vw) 相对 于 mw 在 公式 VwR(u)-3wP(u，v) 中 是 
否 自由 ? 

2.1.5 设 Yz) 是 综 的 一 个 公式 ,zx 相对 于 x 是 否 在 Fx) 中 
自由 ? 

2.1.6 设 变 元 y 相对 于 z 在 wz) 中 自由 ，z 相对 于 y 在 
Kz/y) 中 是 否 自由 ? 在 YXz/y) 中 再 用 zx 代 换 自由 出 现 的 > 是 否 
仍 得 zx)? 

2.1.7 设 y 在 Kx) 中 不 出 现 ，y 相对 于 xz 是 否 自由 ? z 代 
换 在 gLx/y) 自由 出 现 的 y 得 到 的 公式 是 什么 ? 

2.1.8 设 1 是 缘 的 一 个 项 ，p(zx)== (4 三 z). g(xz/t) 是 否 是 
1 三 1? 要 加 什么 限制 才能 使 zx/t)= (t 寺 1)? 
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82.2 一 阶 逻辑 形式 推演 

设 是 一 阶 语言 乡 的 一 个 公式 ， 如 果 红 中 存在 一 个 有 限 的 
公式 序列 中，…，9， 包 一 9 在 这 个 序列 中 ,对 每 个 i<n, 9 或 是 
一 条 公理 ,或 是 由 它 之 前 的 公式 经 推演 规则 得 到 的 公式 ,就 称 p 是 
纪 的 一 条 定理 ， 记 作 上 p， 称 序列 pj，…，q 是 从 公理 出 发 到 9 
的 一 个 证 明 ， 或 简称 为 ”的 一 个 证 明 。 显 然 每 条 公理 都 是 一 个 定 
理 。 

与 命题 逻辑 一 样 ， 纪 中 如 有 一 个 公式 序列 中，…，J = 一， 每 
个 或 是 公理 , 或 是 定理 , 或 是 由 它 之 前 的 公式 经 推演 规则 得 到 ， 
则 8 也 是 纪 的 定理 。 由 于 命题 逻辑 的 公理 都 是 一 阶 逻 辑 经 的 公 
理 , 命题 逻辑 的 推演 规则 都 是 纪 的 规则 , 因此 , 我 们 把 任何 一 个 
命题 逻辑 的 定理 中 的 命题 变 元 符号 代 换 成 一 阶 逻辑 纪 中 的 公式 
就 得 到 一 阶 逻辑 的 一 条 定理 。 

设 刁 是 一 阶 语言 红 的 一 个 公式 集 ,gp 是 红 的 一 个 公式 ,如 果 
丝 中 有 一 个 有 限 的 公式 序列 中，…， 一 p， 对 每 个 i<n, 9 或 是 
学 的 公理 , 或 是 中 的 一 个 公式 , 或 是 由 该 序列 中 8 之 前 的 公式 
经 推演 规则 得 到 的 公式 ,就 称 p 是 本 的 一 个 推论 ， 记 作 工 上 y。 
9,… ,9 称 为 从 研 出 发 到 gp 的 一 个 证 明 。 如 果 T= {yg ，…，y} 
是 一 个 有 限 的 公式 集合 , 全 片 p 也 写作 风 ，…, yy 

定理 2.2.1 (一 阶 逻 辑 的 演绎 定理 ) 设 卫 是 一 阶 语言 红 的 
一 个 公式 集 , ,多 是 红 的 公式 ,如果 也, p|- y, 并 且 在 从 TU {9} 
出 发 到 yy 的 证 明 中 没有 对 p 中 的 自由 变 元 x 用 过 推广 法 则 ， 则 
TH p>y. 

证 明 设 p, 9，…, gy 是 从 TU {9} 出 发 到 yy 的 一 个 证 
明 ， 对 =1，…，, n 归纳 证 明 可 以 构造 从 古 出 发 到 p->g 的 证 明 。 

当 k=1 时 , 证 明信片 p>h. 依照 定理 1.1.2 证 明 中 的 1.1， 
1.2 和 1.3， 可 以 给 出 从 厂 出 发 到 p>9 的 证 明 。 
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归纳 假设 对 p>p,，…, p>g-! 都 已 进行 适当 填补 使 之 成 为 从 
研 出 发 的 证 明 。 现 在 证 明 对 gr~ 可 以 进行 填补 , 使 T 片 p> 

对 是 公理 , ET, 9 一 9 或 9 是 由 4g，9p, i、j<k 经 分 离 
法 则 得 到 都 可 仿照 定理 1. 1. 2 证 明 中 的 2. 1，2. 2, 2. 3，2. 4 进行 
适当 填补 ， 现 在 设 p 是 由 8%，i<k， 经 由 推广 法 则 G 得 到 ， 即 
急 一 Yxzg, 工 是 某 个 体 变 元 , 由 归纳 假设 对 p>g 已 作 好 适当 填补 ， 
我 们 继续 填补 如 下 


PP 归纳 假设 
Yrlp>8) ”推广 法 则 GG 
(x*) Vr(p*>p)>(prYrp) 4z4 
prYrp 上 二 式 经 MP 
最 后 一 式 即 p>p， 由 题 设 9,，…， 9 中 没有 对 gp 的 自由 变 元 用 过 
推广 法 则 ,然而 由 9 经 推广 法 则 G 得 到 g=Vzxg ,x 当然 不 是 9 的 
自由 变 元 。 这 样 (* ) 是 Ax4 的 一 个 公理 。 这 样 我 们 归纳 地 证 明 
了 对 任意 k<n, p> 都 是 荆 的 推论 。 当然 , 有 了 上 Pr 下 
定理 2. 2. 1 说 明 在 一 阶 逻辑 中 应 用 演绎 定理 时 要 仔细 考虑 避 
免 对 前 提 条 件 中 的 自由 变 元 用 推广 法 则 。 当 然 ， 如 果 条 件 中 的 公 
式 9 或 其 至 条 件 集 厂 没有 自由 变 元 ， 都 是 句子 ， 则 演绎 定理 便 总 
是 成 立 的 了 。 不 难看 出 对 假 言 三 段 论 式 HS 的 证 明 , 不 涉及 推广 法 
则 ， 因 此 在 一 阶 逻 辑 中 是 通行 无 阻 的 。 
例 1 设 p, y 是 综 的 两 个 公式 , x 不 在 pg 中 自由 出 现 ， 则 
Fpr>YrI) Yr(p*Yy). 
证 明 由 演绎 定理 ， 我 们 只 要 证 明 p>Vzy 睹 Vx(p>y). 


(1) prVzy 前 提 条 件 
(2) Yxzyr-> 乡 Azr5 工 对 相 对 自由 
(3) p>y HS 


(4) Yr(p>y) G 
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注意 到 题 设 zx 不 在 ?中 自由 出 现 , 而 xz 在 Yzy 中 当然 是 约束 
变 元 , 因此 z 在 前 提 条 件 >VYzy 中 不 自由 出 现 , 因此 演绎 定理 可 
用 。 这样 由 p>Vzry 上 -Yr(yg>y) 得 上-(p>Yzg)>vzr(p>y). 1 

例 2 设 p,y 是 红 的 任意 两 个 公式 ,zx 是 乡 的 任 一 变 元 ,证 
明 睹 Yr(g>J > Yrpr Yry. 

证 明 只 要 证 Vz(p->%)，Yzp 片 Vzy 


(1) Yr(p>y) 前 提 条 件 
(2) Yzr(p->%) 一 >% Az5 xz 相对 于 z 在 gx>y 中 自由 
(3) p>y (1), (2) MP 

(4) Yzp 前 提 

(5) Yrzp9 Ax5 

(6) 9 (4)，(5) MP 

(Dy (6), (3) MP 

(8) Vzy G 


注意 到 x 不 是 两 个 前 提 VYz(yg->y) 和 Vzy 中 的 自由 变 元 ， 由 
VYz(P-Y)，Yz9g|-Yzy 经 演绎 定理 可 得 Yz(r->*%) 上 Yzp->Vzy, 再 
用 演绎 定理 就 得 到 上 Vz(p->%)-=>Yxzg->Vzy 1 

例 3 设 wz) 是 红 的 一 个 公式 ,1 是 红 的 一 个 项 ,1 相对 于 
Z 在 9 中 自由 ， 则 上 qx/2)>3 xzpCz). 

证 明 0) 上 Vz 一 wz) 一 一 pz/t) Ax5, 1 相对 z 在 2 中 
自由 

(2) 上 (Yz 一 PCz) 一 一 9%z/t) 一 一 Vz 一 PCz)) 命题 演算 恒 真 
式 

(3) 上 wz/i) 一 一 Y rr) (1), (2) MP 
(3) 式 即 片 p(x/2) 一 3 rp(z). 1 

例 3 中 没有 用 演绎 定理 ， 所 给 的 证 明 是 从 公理 出 发 的 ， 因 此 
每 个 公式 都 用 了 定理 符号 。 人 

例 4 设 上 是 经 的 任意 一 个 项 ， 变 元 z 不 在 :中 出 现 ， 则 
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上 3zx(C=z)， 

证 明 设 y(z) =i 二 zx, 易 见 上 相对 于 z 在 ?9(z) 中 自由 ,又 
由 t 中 不 含 x, 因此 gp (x/t) =t 二 t， 即 用 :去 代 换 1 三 x 中 所 有 的 
XZ 时 得 到 t 圭 t. . 


(1) -t=#t>Ir(t=7) 例 3 
(2) -t= 4z6 
(3) 上 3z(=z) (1)，(2) MP 1 


例 5 设 Y(xz) 是 经 的 一 个 公式 ， > 是 红 的 个 体 变 元 ，y 在 
ez) 中 不 出 现 ， 则 

上 -Yzep(z)eVyPCz/y) 

证 明 先 证 FYzp(Cz) 一 YypCz/y). 

(1) 上 Vxzp(z) 一 pz/y) 4z5 由 y 在 Kx) 中 不 出 现 知 
y 相 对 x 在 ?中 自由 

(2) FVYy(Vzp (x) px/y)) G 

(3) FVYy (Vzp (Tpr/y)) > Yrp(r) >Y yp(r/y) 例 1 

(4) |-Yxzp(r) 一 Yyp(z/y) (2), (3) MP 

由 yy 在 pg (zx) 中 不 出 现 , > 在 Yzp(z) 中 不 出 现 , 以 上 证 明 中 ， 
(3) 式 满足 例 1 条 件 ， 又 由 于 y 在 gx) 中 不 出 现 , 易 见 
YKzx/y)(y/7) 二 Kx), 即 把 Kz) 中 自由 变 元 z 换 成 y 再 把 y 换 成 
工 仍 得 到 g(x).〈 注 意 如 果 qx) 中 有 yy 出 现 , 则 两 次 代 换 后 不 一 
定 回 到 q(x)) 把 上 例证 明 中 的 +、y 互 换 后 重复 一 次 : 

(1 ) 上 FYyplx/y) 一 yz/y)(y/7) 4z5 x 相对 yy 在 p(x/y) 
中 自由 

(2) FYzr(Vyplr/W>Hz)) G 

(3) FYz(Vyp(r/Y >p7)) (Vyp(7/y)>Yzg(z)) 例 1 

(4) FYyp lr/Y Yrpz) (2), (3) MP 
由 于 gxz/y) 中 已 用 > 代 换 了 所 有 自由 出 现 的 zx，z 当然 不 在 
8z/y) 中 自由 出 现 ， 因 此 (3') 是 满足 例 1 条 件 的 。 合 (4) (4') 
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两 式 可 得 到 HYzp(Cz)eYyyp(z/y)， 1} 

仔细 考察 例 5 的 证 明 可 以 看 出 , y 不 在 x) 中 出 现 这 一 条 件 
可 以 减弱 为 > 不 在 wz) 中 自由 出 现 且 xz 的 自由 出 现 不 在 y 的 辖 
域 之 中 。 

命题 2.2.2 设 卫 是 笃 的 公式 集 , wz) 是 弓 的 一 个 公式 ,c 
是 弓 的 一 个 常量 ，c 不 在 也 和 9 中 出 现 。 如 果 卫 片 wz/c)， 则 
入 片 YVzp(z)， 

证 明 不 妨 设 从 一 出 发 到 wz/c) 的 一 个 证 明 是 中 (c), 锡 (c)， 
(0) 二 9x/c)， 对 每 个 i<n,c 不 一 定 在 glc) 中 出 现 , 由 于 
虽 ,…， 名 有 限 长 ,我们 可 以 找到 一 个 不 在 其 中 出 现 的 个 体 变 元 y， 
用 》 代 换 这 个 序列 中 所 有 的 <， 得 到 一 个 新 的 序列 多 (c/y)，…， 
pc/y) 二 Hx/y), 对 每 个 i<n, 如 果 g(O) 是 红 的 公理 , 则 9(c/y) 
也 是 公理 , 如 果 gp(c) ET, 则 < 在 8 中 不 出 现 , 8(c/y)= 二 8ET. 
如 果 Y(c) 是 由 这 个 序列 中 前 两 个 式 子 经 分 离 法 则 MP 得 到 ， 则 
9(c/y) 也 能 经 这 两 个 式 子 的 变换 式 经 分 离 法 则 MP 得 到 。 如 果 
9(c) 是 由 序列 中 某 公式 经 推广 法 则 G 得 到 ， 则 qq《c/y) 也 可 以 经 
这 个 公式 的 变换 式 经 推广 法 则 G 得 到 。 这样 新 的 序列 也 是 从 丰 出 
发 的 一 个 证 明 。 现 在 我 们 继续 填补 这 个 序列 。 


Hz/y) 

Vyp(zx/y) G 

VYygp(z/y) 一 Yrpl(r) 例 5 一 个 方向 

Vrg(z) 上 二 式 MP 
于 是 我 们 得 到 由 一 出 发 到 Yzp(z) 的 一 个 证 明 ， 因 此 有 
THYzp(z). 1 

为 了 使 定理 的 推演 更 方便 ， 我 们 需要 如 下 命题 : 

命题 2.2.3 设 卫 是 经 的 公式 集 ，98 是 弓 的 公式 . 

(1) 研 睹 gq 当 且 仅 当 存在 有 限 子 集 {p，…,， mg} CT 使 
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及， 上 上 9; 

DT, pF yy, THYy, THY; 

(3) 设 书 是 弓 的 公式 集 ， 如 果 PUEHF9 且 和 也 片 尼 ， 即 对 
任意 公式 yET" 有 T 睹 yp, 则 TH 9; 

(4) 设 了 HP Ty, 则 TH 9 

证 明 (1) 由 从 古 出 发 到 gy 的 证 明 只 是 一 个 有 限 序列 , 容易 
看 出 是 显然 的 . 

(2) 设 了 9 片 力 丰 片 9， 则 存在 从 一 ，9 出 发 的 一 个 证 明 
兄 ，…， 匈 一 儿 ， 也 存在 从 一 出 发 的 一 个 证 明 办 … 儿 一 9。 对 每 个 
儿 一 9 都 用 第 二 个 序列 代 换 第 一 个 序列 中 的 4， 就 可 得 到 从 古 出 发 
到 乡 的 一 个 证 明 . 

(3) 由 PPUPHF9? 知 存在 一 个 从 了 UP 出 发 的 证 明 
Pn，…，% 二 9， 对 每 个 89， 如 果 gET， 则 用 从 古 出 发 到 8 的 一 
个 证 明 去 代 换 序列 中 的 中 ， 就 得 到 从 丰 出 发 到 9 的 一 个 证 明 . 

(4) 由 忆 片 or, 自然 有 TUT 上- 9, 因此 (4) 是 (3) 的 特例 . 

1 

设 w, 少 是 纪 的 两 个 公式 ,如 果 上 pmry, 则 称 gp,y 是 逻辑 等 
价 的 。 由 命题 演算 , 片 py 当 且 仅 当 片 gxy 且 片 y>9， 一 阶 逻 
辑 中 极为 重要 的 问题 就 是 判断 两 个 公式 是 否 逻 辑 等 价 。 

命题 2.2.4 设 公式 9 和 乡 逻 辑 等 价 , y 和 + 逻辑 等 价 , 则 9 
和 + 逻辑 等 价 。 

证 明 由 ?和 4 y 和 + 催 辑 等 价 , 有 上 p>y, 上 厂 y>r， 由 
假 言 三 段 论 式 HS， 有 |- p>r+， 同 样 也 可 证 明 有 上 rp， 因 此 
-por, 即 9 与 + 逻辑 等 价 。 上 

命题 2. 2. 4 说 明 等 价 公 式 有 传递 关系 。 在 证 明 若干 公式 互相 
逻辑 等 价 的 时 候 ， 就 可 以 简化 证 明 。 等 价 公式 的 自 反 性 和 对 称 性 
是 显然 的 因此， 逻辑 等 价 是 公式 之 间 的 等 价 关系 。 

称 公式 少 是 8 的 子 公式 ， 归 纳 定义 如 下 : 
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(1) 9 是 9 的 子 公式 ; 

(2) 如 果 y 是 的 子 公 式 , 则 y 是 一 9 的 子 公式 ,也 是 p 一 9， 
PP，Yz9p 的 子 公式 。 

设 p 是 红 的 一 个 公式 ,y 是 9p 的 一 个 子 公式 , 用 红 中 另 一 个 
公式 g 代 换 p 中 某 一 处 子 公 式 y 可 得 到 纪 的 另 一 个 公式 ,当然 用 
少 代 换 p 中 某 几 处 子 公式 少 也 可 得 到 红 的 一 个 公式 。 

命题 2.2.5 设 y 是 公式 9g 的 一 个 子 公式 ,公式 与 y 逻辑 
等 价 , 9 是 用 岁 代 换 98 中 一 处 或 几 处 子 公 式 少 后 得 到 的 公式 , 则 9 
与 % 逻辑 等 价 。 

证 明 对 9 的 复杂 性 归纳 。 如 果 y=p, 则 Y =y， 显然 有 Y 
与 9 逻辑 等 价 。 设 少 是 的 真子 公式 ， 即 yq 

如 果 y 是 一 9 的 子 公式 , 则 y 是 的 子 公 式 , 归纳 假设 中 
的 一 处 或 几 处 yy 被 代 换 后 得 到 4 与 逻辑 等 价 , 即 上 py ，， 
易 见 上 -一 J1 一 nn， 即 上 Gp 

设 y 是 pp 的 子 公 式 ， 邹 ， 锡 中 的 若干 处 少 经 代 换 岁 后 得 
YG1，Y2， 归 纳 假设 厂 pg1, 片 Gf， 也 不 难 证 明 片 (ph 一 9) 
《diy:)， 只 须 注意 到 

Fao rpod) > pp od >¢,) 

是 命题 演算 恒 真 式 ， 它 就 是 一 阶 逻 辑 的 定理 。 两 次 运用 分 离 法 则 
就 得 到 睹 (pp 一 gp) 呈 (d 1 一 ,). 

设 y 是 Yzxp 的 子 公式 , 中 中 若干 处 子 公式 少 被 少 代 换 得 9 ， 
归纳 假设 厂 mq1. 由 片 (py1) 用 推广 法 则 G 得 到 片 Yz( 中 一 
9)， 由 例 2 有 上 Yz(Cm 一 9 ) 一 (VzP 一 Yzgi)， 经 分 离 法 则 MP 
得 到 |Yzm 一 yxzgi。 同 样 可 得 上 Vzyi 一 yzp. 因此 有 
FYzpgoVvzgi,BT po¢. 

这 样 完成 归纳 ， 对 任意 公式 有 上 gy. 1 

命题 2. 2. 5 告诉 我 们 在 证 明 两 个 公式 逻辑 等 价 的 时 候 ， 可 以 
把 一 个 公式 的 子 公式 用 它 的 等 价 公式 来 代 换 。 下 面 我 们 给 出 几 个 
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常用 的 例子 。 

例 6 (iD 上 FYzlp> 人 (p>Yzy), 工 不 在 9 中 自由 出 现 ; 

(ii) 上 FYzlp>(3zpg*), 工 不 在 y 中 自由 出 现 ; 

(ii) 上 F3z(p> 人 (p>3zy)， xz 不 在 9 中 自由 出 现 ; 

(iv) 睹 3z(p9>J) 叶 (Vzrp> 四 ,， 工 不 在 yy 中 自由 出 现 。 

证 明 (Gi) 由 4z5 和 例 1 即 得 。 我 们 来 证 明 (i) 而 把 《iii) 
(iv) 的 证 明 留 给 读者 。 : 

(2.1) 先 证 六 -Yz(Pp 一 人 一 (了 Zr-> 消 )， 

我 们 来 证 明 VYVz(p>y), 一 y 上 Yr 一 9 


(1) Yr(p*y) 假设 

(2) pry (1 ) 和 Az5 经 MP 
(3 ) (pg) 一 (一 > 一 9) 命题 演算 便 真 式 
(4) (一 人 > 一 内 (C2), (3) MP 
(5') —y 假设 

(6') 一 9 (4), (5’) MP 
(7') Vz 一 9 G 


这 样 我 们 证 明了 Yz(p> 儿 ,一 少 六 Yz 一 录 由 于 xz 不 在 少 中 自 
由 出 现 ， 可 以 用 演绎 定理 得 到 
片 YVz(z 一 力 ) 一 (一 轨 >Yz 一 JP 。 
又 上 (一 分 =*Yxz 一 东 一 (一 Yz 一 9) 是 命题 演算 恒 真 式 , 由 HS 有 
FYz p> Yr py)), 
即 FYzr(g>W) > (Izrp*))。 
(2.2) 再 证 睹 (3zp>WD)>Yr(p*y). 
(1) 3xzp->% 假设 
(2) p>3zp 例 3 xz 相 对 于 xz 在 pg 中 自由 
(3) gr>y (2), (1) HS 
(4) Vr(p>y) G 
这 样 得 到 3xzp>y 片 Yr(9*). 证 明 中 只 对 基 用 到 一 次 推广 法 则 ， 
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而 x 不 在 y 中 自由 出 现 , 当然 也 不 在 3zp>y 中 自由 出 现 , 可 用 演 
绎 定理 得 上 (了 zp-> 轨 一 Yz(P- 作 ). 

合 (2.1) (2.2) 得 上 YzCp->b)<(3zp>%) 1 

从 例 6 中 我 们 看 到 可 以 把 荀 涵 式 中 的 量词 提前 到 公式 的 最 前 
面 ， 只 要 变 元 不 在 另 一 式 中 自由 出 现 。 结 合 例 5 我 们 得 到 公式 的 
前 束 标准 形 。 一 个 公式 如 果 没 有 量词 ， 或 其 量词 都 在 最 前 面 ， 则 
称 这 个 公式 为 前 东 标 准 形 公式 , 也 叫 前 束 范式 , 形 如 Qir…Q,zp 
的 公式 , 其 中 Q; 是 Y 或 3 ，9 中 没有 量词 ， 这 就 是 前 束 标准 形 
公式 。 如 果 一 个 前 柬 标准 形 公式 的 量词 以 Y ,3 分 组 及 组 交叉 
出 现 ， 若 最 前 面 的 量词 是 Y ， 则 称 这 个 公式 是 I 形 公式 ,最 前 
面 的 量词 是 3， 则 称 其 为 互 形 公式 , 例如 Yzx1Vzs3yYzigp， 如 果 
9 中 无 量词 ， 则 这 是 一 个 II; 形 公式 , 而 3z13coVys YysVYys9, 如 9 
中 没 量 词 ， 则 是 5 形 公 式 。 

定理 2.2.6 经 的 每 个 公式 8 都 可 以 有 效 地 把 它 化 为 与 之 逻 
辑 等 价 的 前 束 标准 形 公式 。 

证 明 对 9 的 复杂 性 归纳 。 设 9 没有 量词 , 刚 8 已 经 是 前 束 标 

设 pg= 一 Jy， 归纳 假设 y 可 有 效 地 化 为 前 束 标准 形 Qiri… 
Quryi 与 逻辑 等 价 , yj 中 无 量词 ， 则 由 命题 2.2.5, 9 与 一 Qiz， 
…Q,ryi 逻辑 等 价 。 由 练习 2. 2. 5 后 式 与 Qiz…Q,z, 一 办 等 价 ， 
其 中 Q; 由 QQ 决定 , 如 果 @ 是 VY, 则 Qi 是 3,Q 是 3, 则 Qi 
是 Y. 由 一 没有 量词 知 Qizr…Q,z, 一 办 是 前 束 标准 形 。 

设 9= 几 一 和 办， 纺 ， 内 分 别 有 效 地 化 成 前 束 标准 形 Qixiy, 和 
Q:zzy， 取 不 在 9 中 出 现 的 变 元 符号 y;，y,， 由 例 5 和 练习 2. 2. 4 
有 QizrpoQiy gr/y), QT Qo yagi (x2/y2). 现在 由 命题 
2.2.5， 9 人 逻辑 等 价 于 Qiy, 如 Qsys 如 ， 再 由 例 6 可 以 进行 如 下 等 
价 变 换 : 

F (Qi 人 >Q,yp )Qy (Qi yp >) 
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FQiy pp PQ y pp) 

这 样 由 命题 2.2. 5, 9 与 QxyQy (多 一 风 ) 逻辑 等 价 ， 这 里 
Qi 是 与 Q, 相 异 的 量词 .而 几 与 内 仍然 是 前 束 标准 形 , 可 以 重复 
这 个 过 程 把 量词 提前 ， 最 后 得 到 与 "逻辑 等 价 的 前 束 标 准 形 。 

设 呈 Yzy, 归 纳 假设 少 可 以 有 效 地 化 成 与 之 等 价 的 前 束 标准 
形 少 ， 则 ”与 Yzy 逻辑 等 价 ， 易 见 Yzy 是 前 束 标准 形 。 

至 此 归纳 完成 。 因 此 对 任何 一 个 公式 g 都 可 以 有 效 地 化 为 前 
束 标准 形 。 上 

事实 上 ， 定 理 2. 2. 6 给 出 了 一 种 程序 ， 按 这 种 程序 可 以 有 效 
地 把 一 个 公式 化 为 前 束 标准 形 。 需 要 指出 的 是 最 好 先 把 所 有 的 变 
元 进行 必要 的 代 换 ， 使 公式 中 的 任 一 变 元 不 至 受 被 提前 的 别 的 量 
词 的 约束 。 

例 7 求 与 公式 YwR(u) 一 (3uzPtwvoz) 一 YuPCuzyu)) 罗 
辑 等 价 的 前 束 标准 形 公 式 。 

令 由 =(YuiR(u) 一 (usPCuyuz) 一 YuPOuyu))) 

p= (VvuR(v) > AvPlvv ) >YvsP(v, ,vs))) 

p= (VvuRv) >Yu Vv (Pv ,v ) >P(v, ,vs)))) 

=vVvu Vv (Rv) Pv ,vs) >P(v, ,vs))) 

由 命题 2.2.5、 例 5、 例 6 可 知 9 ，g，%，q 互相 等 价 ， 因 
此 q 是 9 的 逻辑 等 价 的 前 束 标准 形 。 上 

我 们 知道 每 个 公式 p (zi ，…，z,) 可 以 通过 对 自由 变 元 增加 
全 称 量词 的 办 法 化 为 句子 Yzi…zp (zi，…，xz,). 现在 我 们 来 看 
公式 的 推演 和 句子 的 推演 之 间 的 关系 。 为 了 书写 简便 ， 我 们 常 以 
Yr 表示 YTI…YVTo9， 以 34…z,9 表 示 3 1…3 ,9 

命题 2.2.7 片 ? 《zi…z,) 当 且 仅 当 睹 Yer (zz). 

只 要 应 用 概括 法 则 G 和 公理 4x5 的 一 个 特例 
上 Yzyg(z) 一 9Yz), 就 可 以 容易 地 给 出 证 明 。 但 是 要 注意 Fz) 一 Vx 
Lz) 却 不 是 一 阶 逻辑 的 定理 。 直 观 上 ， 当 我 们 取 9 zx) 是 一 个 谓 
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词 RCz) 表 示 z 是 红色 的 , 则 YzR(z) 是 说 任意 一 个 z 都 是 红色 的 ， 
易 见 RCz)->YzR(z) 是 一 个 不 真 的 命题 。 它 自然 不 应 当 是 一 阶 逻 
辑 的 一 个 定理 。 严 格 的 语义 证 明 我 们 在 第 三 章 中 将 会 看 到 。 这 里 
我 们 要 说 明 ， 虽 然 有 命题 2. 2.7, 但 P (zz) 与 Vze ,9 (XT 
…z) 一 般 不 是 逻辑 等 价 的 , 即 久 9 (Tz) 于 YT 2 CT 
i 

命题 2.2.8 设 T 是 红 的 公式 集 , 八 ={Vy*yn9y1ym): 
Wo3ymEz) ,yzez) 是 经 的 一 个 公式 , 则 有 上 Y《z…z,) 当 
县 仅 当 忆 片 V fr). 

证 明 设 7,,7T, 是 红 的 两 个 公式 集 ,用 Ti 上 7; 记 7, 中 的 
每 个 公式 p, 都 有 7T, | 片 89。 对 红 的 任何 公式 pg， 由 命题 2.2.7 有 
9 片 Yzi…zo9， 也 有 Yzi…z92 片 多 这样 由 题 设 及 片 下 ,也 有 
"FT 由 命题 2.2.3 (4)， 若 有 了 上 Yazz)， 则 
三 上 yz zx 再 由 少 上 六 Yzi zy 就 得 到 
忆 片 YzzogCzizo)。 反 之 若 有 刀片 Vzi zsg(zi ze) 由 命题 
2.2.3 (4) 也 可 得 到 有 上 2 zz 下 

命题 2. 2. 8 说 明 一 阶 逻 辑 中 公式 的 推演 和 句子 的 推广 有 一 定 
的 关系 。 对 于 句子 的 推演 ， 演 绎 定理 可 以 无 条 件 使 用 ， 因 此 句子 
集 在 模型 论 中 将 作为 重要 的 对 象 加 以 研究 。 

一 阶 语言 乡 的 公式 集 太 称 为 不 和 谐 的 , 如 果 对 纪 的 任意 的 
公式 pg 都 有 三 w， 反 之， 如 果 存 在 一 个 公式 ” 使 TH yp, 则 厂 
称 为 和 谐 公式 集 。 与 命题 逻辑 一 样 ， 下 列 命题 在 一 阶 逻辑 中 也 成 
7 

命题 2.2.9 设 卫 是 弓 的 一 个 公式 集 , 卫 不 和 谐 当 且 仅 当 存 
在 一 个 公式 p， 使 卫 片 PFA 一 多 

命题 2.2.10 设 忆 是 红 的 一 个 公式 集 , 9 是 经 的 一 个 公式 ， 
TH yg 当 且 仅 当 TU{ 一 gq} 和 谐 ， TH 以 一 wp 当 且 仅 当 TUt{g} 和 
谐 。 
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命题 2.2.11 设 矿 是 红 的 一 个 公式 集 , 厂 和 谐 当 上 且 仅 当 厂 
的 每 个 有 限 子 集 都 和 谐 。 

称 式 的 一 个 公式 集 卫 是 极 大 和 谐 公 式 集 , 如 果 了 和谐, 并且 
对 任何 公式 集 书 、 如果 书 忆 PP， 忆 和 谐 , 则 了 一 书 。 即 三 和 谐 并 
且 没 有 真 包含 卫 的 和 谐 公式 集 书 ， 则 忆 极 大 和 谐 。 

命题 2.2.12 设 人 是 经 的 极 大 和 谐 公 式 集 ， 则 

(1) 对 红 的 任意 公式 yg, 人 上 9 当 且 仅 当 YET; 

(2) 对 红 的 任意 公式 P，? 或 一 p 恰 有 一 个 属于 了 
， (3) 对 久 的 任意 公式 ,yp>yET 当 且 仅 当 p& 7 或 5ET.， 

定理 2.2.13 (Lindenbaum 定理 ) 设 卫 是 弓 的 一 个 和 谐 
公式 集 ， 则 存在 极 大 和 谐 公式 集 矿 ，T' 江 . 

命题 2. 2. 9 到 定理 2. 2. 13 的 证 明 与 命题 逻辑 中 相应 的 命题 
的 证 明 完 全 一 样 ， 参 见 $ 1. 3， 如 果 把 上 述 命题 ， 定 理 中 的 公式 ， 
公式 集 换 成 句子 和 句子 集 ， 结 论 仍 然 是 成 立 的 。 


练习 


2.2.1 设 p, y 是 人 的 任意 公式 证明 

FYz(p7) >3rp ”Iry; 

上 3zCp>J) 一 p>3xy， x 不 在 9 中 自由 出 现 ; 

上 F3zpx>V)>YVrg>32zy， xz 不 在 y 中 自由 出 现 。 

2.2.2 设 g, y 是 作 的 任意 公式 ， 证明 

FyYr(gADoYrpA Vry; 

HF-3zx(pAy >3rpA jry; 

上 3x(CPAg%e3zpA%，x 不 在 少 中 自由 出 现 ， 

上 3z(PA%)*PA 人 3z%，x 不 在 9 中 自由 出 现 ， 

FYxr(pV)mYzpVy， x 不 在 J 中 自由 出 现 ; 

FYz(yV 办 wpVYzy， 不 在 9 中 自由 出 现 。 

2.2.3 设 丸 是 经 中 任意 二 元 关系 符号 ， 证 明 
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FYvvR vr) -Yu Rv ,v0 ); 

FavvR vv) Iv R (viv) 

-3v VvsR vv ) > Yvdv Rv,); 

FYvvR vv) YVR vw). 

2.2.4 设 9 是 经 的 任 一 公式 ,> 是 不 在 ?中 出 现 的 自由 变 
元 ,证 明 上 3zp(z)e3yp(z/y). 

2.2.5 设 9 是 红 的 任 一 公式 , zx 是 弓 的 一 个 个 体 变 元 , 证 
明 上 Yzgpe 一 37z 一 p， 片 一 Yzgpr3xz 一 9， 片 一 3zpr>Yz 一 多 

2.2.6 求 分 别 与 下 列 公式 逻辑 等 价 的 前 束 标准 形 公式 。 

(1) (〈(YziR(Czrixrz) 一 一 zsRCzz)) 一 VzizzRCzizz); 

(2) VYzi(CP(z) 一 RCzizz)) 一 习 zzP(zs)- 一 本 zsRCzzzs); 

(3) 3ziRCzrirz)- 一 人 (zi) 一 一 3zsRCrizs). 

2.2.7 求 一 个 公式 ， 使 它 逻 辑 等 价 于 一 个 JI 公式 ， 也 逻辑 
等 价 于 马 公式 。 

2.2.8 设 人 是 双 中 逻辑 等 价 于 卫 , 公式 的 全 体 句 子 的 集 
合 , 证 明和 人 在 合 取 下 封闭 , 即 对 任意 句子 mn、 多 E A, 存在, E 人 入， 
使 厂 pAprmy。 同样 ， 人 也 在 折 取 下 封 闲 。 

如 果 人 是 乡 中 逻辑 等 价 于 3, 公式 的 全 体 句 子 的 集合 ， 证 明 
人 也 对 合 取 和 折 取 封闭 。 

如 果林 ,，Z, 改 为 ,， 马 ， 证 明 上 述 结论 仍然 成 立 。 

2.2.9 设 了 是 极 大 和 谐 句 子 集 ，9, y 是 任意 句子 ， 则 

9J2AYET 当 且 仅 当 PE7T 且 yET; pVyET 当 且 仅 当 YET' 
或 yET. 

2.2.10 设 ?, 少 是 和 的 两 个 公式 , 上 9 当 且 仅 当 上 %, 是 否 
有 上 py? 

2.2.11 证 明 Yzz) 上 YVzzeoCzez)， 是否 有 
上 prz) yr,p (Zrn)2 

2.2.12 设 Ti, 7T: 是 纪 的 两 个 句子 集 ， T,U7, 不 和 谐 , 证 
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明 纪 中 存在 一 个 句子 p， 使 六 上 8，T: 片 一 9 
2.2.13 证 明 命题 2. 2. 9-- 一 2. 2.12, 并 把 其 中 的 公式 , 公式 
集 改 成 句子 和 句子 集 。 
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第 三 章 一 阶 逻 辑 的 模型 


§ 3.1 一 阶 逻 辑 模型 的 定义 


设 形式 语言 红 = { {Ri)er， (Fj)jes，{crhvex}， 人 的 模型 是 
一 个 四 元 序 对 ， 

U= (A, {RY Yier, {FY}jes, (cf )xek)， 

其 中 ，4 是 一 个 非 空 集合 ， 称 之 为 和 的 论 域 ， 对 每 个 1ET，R7 
是 乡 中 对 应 的 关系 符号 的 解释 。 如 果 Ri 是 经 的 元 关系 符号 ， 
则 RY 是 论 域 4 上 的 n 元 关系 , 即 RS4"， 对 任意 个 元 素 a1， 
EA, 或 (arr%*an)€RY, 或 (a1…a,)&R?， 前 者 我 们 称 为 
RY (ai…an) 为 真 ， 或 RY (ai*…a,) 成 立 ; 后 者 称 为 RY (ai…av) 不 
真 ， 或 不 成 立 。 

对 每 个 JEJ,F7 是 弓 中 对 应 的 函数 符号 到 的 解释 ,如 果 让， 
是 红 的 mw 元 函数 符号 , 则 FY 是 论 域 4 上 的 m 元 函数 。 对 任意 
m 个 元 素 al/，…，a, &€ 4， 存在 唯一 确定 的 元 素 a E€ 4， 使 
FY (a san)=a. 

对 每 个 AE 天 ,cx 是 论 域 4 中 一 个 指定 的 元 素 ,cf 称 为 乡 中 
对 应 的 常量 符号 ce 的 解释 。 

在 不 引起 歧义 的 时 候 ， 为 了 简单 ， 我 们 也 常 记 红 的 模型 为 
一 《4A，{Ri)ier，{F)jes， {cr}sex), 而 对 常用 的 一 些 有 限 语 
言 ， 仍 用 习惯 方式 表示 模型 的 论 域 ， 关 系 ， 函 数 和 常量 。 

例如 ， 形 式 语 言 2 = {二 }, 丝 ,= {二 , 十 ，。, 0}. 设 
4e= (N, 区 ), 允 = (R, 之, 十 ,0), 其 中 入 是 自然 数 集 ， 
R 是 实数 集 ; 三 是 通常 的 关系 小 于 等 于 ; 十 ，，， 是 加 法 和 乘法 ; 
0 是 普通 的 实数 零 ， 则 2% 是 乡 , 的 模型 ， 多 是 经 , 的 模型 。 
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对 于 同一 个 语言 ,可 以 有 许多 不 同 的 模型 。 甚 至 相同 的 论 
域 , 对 < 中 关系 , 函数 和 常量 符号 解释 不 同 , 就 得 到 不 同 的 模型 。 
例如 , 令 扣 = (N, 过 '), 这 里 入 是 自然 数 集 上 大 于 等 于 关系 , 则 
他 也 是 2 的 模型 ， 而 安 与 和 不 同 。 

下 面 我 们 给 出 几 个 直观 的 例子 。 

例 1 设 芭 = 攻 ， 即 纪 中 除了 逻辑 符号 之 外 没有 非 逻 辑 符 
号 ， 则 以 任意 非 空 集 合 4 作 论 域 便 作成 纪 的 论 域 。4= {a} 单 
元 集 ， 或 4 是 有 限 集 ， 无限 集 等 等 都 是 的 模型 。 - 

例 2 设 红 ={P}, P 是 一 元 关系 符号 。 令 A={a, b} 是 二 
个 元 素 的 集合 ,U= {a}CA,U 是 4 的 一 个 子 集 , 则 WW= (4，D) 
是 红 的 模型 ,其 中 4 是 论 域 , U 是 书 在 4 中 的 解释 。 如 果 取 
Ui={6}Ch4, 则 人 = (4,U,) 也 是 红 的 一 个 模型 。 我 们 取 
汉 = (Z，Z+), 其 中 Z 是 整数 集 ,21 是 正 整数 集 ,2Z+CZ, 是 Z 的 
子 集 ， 以 Z+ 作 了 的 解释 ， 则 多 也 是 红 的 模型 。 

例 3 设 芭 = {P, EF},P 了 是 一 元 关系 符号 , E 是 二 元 关系 符 
号 , 取 A={a,b,c}, P={a,b}CA, E={(a,a),《(6,6),《cyc)), 则 
ECAXA, EE 是 A 上 的 一 个 二 元 关系 , 则 入 = (4, P, 尼 ) 是 红 
的 一 个 模型 。 其 实在 这 个 模型 里 E 是 4 上 一 个 等 于 关系 。 

例 4 设 红 = {5S,0},S 是 一 元 函数 符号 , 0 是 常量 符号 。 令 
A={a), S; 4~4 是 4 上 一 个 映射 , S(a)=a, 以 a 作 常 量 0 的 
解释 , 则 入 = (4,，S, a) 是 纪 的 一 个 模型 。 令 4=N， 对 任意 
nEN, S(n)=n 十 1, 以 1 解释 0, 则 人 = (N, S, 0) 也 是 红 的 
模型 ， 其 中 $ 是 自然 数 集 上 的 后 继 函 数 。 

例 5 令 芭 = {Pi, P,,…}. 对 任意 i, P; 是 一 元 关系 符号 。 
我 们 取 A={a, 6b}, 令 P={a}, i=2n 时 , P= {65}, i 二 24 十 1 时 ， 
这 样 纹 =(4，P!，P…) 就 是 乡 的 模型 。 如 果 取 B= 二 N， 对 任 
意 i，P;=N 一 们 , 则 多 =(B，P,，P,…) 也 是 经 的 一 个 模型 。 

从 以 上 这 些 例子 我 们 看 到 ， 一 阶 逻 辑 的 模型 不 再 是 命题 变 元 
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的 集合 ， 而 是 论 域 ， 论 域 上 的 函数 ， 关 系 ， 常 量 作 形式 语言 中 相 
应 符号 的 解释 一 起 构成 模型 ， 当 然 比 较 地 复杂 得 多 了 。 

由 形式 语言 ， 我 们 可 以 构造 它 的 模型 ， 如 果 给 定 一 个 数学 模 
型 , 我 们 也 可 以 确定 相应 的 形式 语言 , 比如 对 于 群 G, G 中 有 一 个 


乘法 ， 有 一 个 逆 运 算 ， 有 一 个 单位 元 ， 则 (G，。， 一 ，e》 是 形 
式 语 言 红 = {。， 一 ，e} 的 模型 。 如 果 把 逆 运 算 看 作 是 从 乘法 导 
出 的 , 则 (G，。，e) 是 纪 = {。，e} 的 模型 。 


设 一 个 模型 的 论 域 是 4, 4 的 势 |4| 也 称 为 模型 2 的 势 。 如 
果 |4|=w, 就 称 久 是 可 数 模型 ; |4| 二 w, 即 4 有 限 , 就 称 是 
有 限 模 型 ，| 4 | 汪 w， 就 称 2 是 不 可 数 模型 。 
以 下 给 出 形式 语言 的 公式 在 模型 中 取 真 假 值 的 基本 语义 定 
义 。 
从 模型 2 的 论 域 中 任 取 一 些 元 素 构成 的 一 个 序列 c= 《a。， 
Qiy az 和》 称 为 的 指派 ， 这 就 是 说 我 们 指派 4 中 元 素 Co Qiy 
az，… 分 别 为 语言 双 的 个 体 变 元 w，w，vw，… 在 模型 和 中 的 解 
释 。 设 bE 4 是 A 中 一 个 元 素 ,n<w, 记 a (v16) = (ao ya ii， 
b，ast1，"…) 为 的 另 一 个 指派 .obv,15) 指派 元 素 4 为 个 体 变 
元 w 的 解释 ， 而 其 他 个 体 变 元 的 解释 都 与 指派 o 的 解释 相同 。 
由 模型 的 一 个 指派 , 我 们 归纳 地 定义 经 中 每 个 项 在 模型 中 
的 解释 。 
设 ，…， 加 是 纪 的 项 , t1，…， i 在 指派 o 下 的 解释 已 知 
是 4 中 元 素 如 ,…, 总 。 如 果 上 是 红 的 一 个 变 元 v, 则 :==ai;€ 4， 
如 果 t 是 红 的 菜 一 常量 c; 则 z=cE4. 若是 必 的 m 元 函数 
符号 ; 项 F,(t,，…，t。) 在 指派 o 下 的 解释 定义 为 
(Fits oo tm) =FY (tt, 0, £5) EA. 
现在 我 们 可 以 归纳 地 定义 乡 中 公式 p 在 模型 和 中 被 指派 
满足 , 或 9 在 和 中 在 指派 o 下 取 值 为 真 , 记 作 和.9,， 取 值 为 假 
记 作 和 他, 
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(1) 设 8 是 原子 公式 三 t2,t1,ts 是 项 ,UF,p 当 且 仅 当 t{ 寺 二; 

(2) 设 p 是 原子 公式 R(t1，…，,t,), 其 中 Ri 是 毕 的 nn 元 关 
系 符 号 , t1，…，t, 是 项 ， 

AbFF,9 当 且 仅 当 R” (和 ，…， 如 ) 成 立 ; 

(3) 设 9 一 一 %， AHF-.92 当 上 且 仅 当 和 颖 y; 

(4) 设 9 一 败 一 办， 幼 ， 内 是 纪 的 公式 ，Sv 上 .2 当 且 仅 当 
UU 活 或 Uw; 

(5) 设 "一 Yuw% 沙 是 双 的 公式 ,FF.2 当 且 仅 当 对 任意 元 素 
bE A, UFsing. 

在 这 个 基本 语义 定义 下 ,不 难看 出 对 红 的 公式 内，y， 
9 一 办 人 内 时 ，GFF.,2 当 且 仅 当 UE 且 Uj， p==3vwf 时 ， 
上 ,中 且 仅 当 存在 元 素 4E 4， 上 ,oilo 儿 

例 6 设 色 = {P}, PP 是 一 元 关系 符号 , 取 人 Y= (4, P) 是 
弓 的 一 个 模型 , 其 中 A= {a, b,c}, P= {a、b} C4， 令 PCoyoz) 
一 P(w)A 一 P(u)， 多 (四 ) 王 Po) 一 Yuz(m 天 ww 一 P(u)). 给 定 
一 个 指派 vc= 《ae，6，c，a，a,，…)， 对 这 个 指派 有 vw?=a, vi=6， 
二 cv 二 a, i 忆 4. 模型 人 U 中 , P (a), P (6) 成 立 , 这 样 不 难 判 
定 色 其 ,2 ， 即 中 取 值 为 假 。 判 定 gp 的 取 值 要 相对 复杂 一 些 ， 这 
是 因为 多 中 有 量词 。 先 来 判断 有 全 ovo 关 v:>P (vs),， 但 
5 活 owiov1 半 vz>P (v2). 这 样 2 全 ,Yuvz(uw 尖 vs 一 P(v)) ,因此 
U Fp 

一 般 我 们 计算 一 个 公式 的 取 值 ， 总 是 先 确定 公式 中 自由 变 元 
的 指派 , 再 确定 原子 公式 的 取 值 , 再 确定 量词 所 辖 子 公式 的 取 值 ， 
最 后 用 命题 逻辑 的 取 值 方法 或 真 值 表 方法 计算 公式 的 取 值 。 

我 们 已 经 看 到 ,公式 在 模型 中 的 取 值 是 由 指派 c 决定 的 ,不 同 
的 指派 可 以 使 同一 个 公式 取 不 同 的 值 。 但 实际 上 ， 真 正 影响 公式 
取 值 的 只 是 对 公式 中 出 现 的 自由 变 元 的 解释 ， 而 其 余 变 元 的 解释 
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是 不 起 作用 的 。 对 于 全 称 量词 Yz， 我 们 要 考虑 论 域 中 任意 元 素 a- 
作 工 的 解释 时 , 指派 cCzla) 是 否 使 公式 都 取 值 为 真 ; 对 于 存在 量 
词 3x, 我 们 要 考虑 论 域 中 是 否 存在 元 素 a, 使 c(zla) 是 否 使 公式 
取 值 为 真 。 对 公式 中 不 出 现 的 变 元 ， 任 意 的 解释 都 不 在 公式 中 出 
现 ， 因 此 也 不 影响 公式 的 取 值 。 这 样 我 们 有 : 

命题 3.1.1 设 p (z… pe 唐人: 9 中 自由 变 元 
都 在 ww，…，z 中 . 设 o= (ao，a，…a，…)，o 一 〈b， ba 
by 1) ao=bo, ai=bi, “+ an=b,, 是 模型 2 的 两 个 指派 
则 和 FF-9 (vo，…，v,) 当 且 仅 当 侯 。,9 (oo，…，u)， 

证 明 先 归纳 证 明 在 指派 Os 02 下 红 的 变 元 在 Vo "Un 中 . 
的 任意 一 个 项 two…z,)》 在 模型 2 中 的 解释 都 相同 。 

(1) 车 项 tCvo…v,) 是 个 体 变 元 ww，i 委 ma， 则 v=aj, vr 二 b;， 
i<n， 由 a=b, 知 vn 二 vw; 

(2) 若 项 1 (vo*…v,) 是 某 个 常量 c， 则 项 tCvo*…v,) 的 解释 都 
是 cf 

(3) 若 项 tCvor**v,)= 二 F(t1，…,z,), 其 中 F 是 旋 的 m 元 函 
数 符号 , ti，…，im 都 是 变 元 在 vo…v, 中 的 项 ， 归 纳 假设 好 一 
sth t= 则 t= (到 (加 ))0 = YY 人，…， 妈 ) = 
FY Gf, oo 19) =t%, 

由 (1), (2) 和 (3)，, 变 元 在 zw, …, zw 中 的 任 一 个 项 tCvo*…*w,) 
在 指派 c, c 下 解释 相同 。 现 在 对 gkvo…v,) 的 复杂 性 归纳 证 明 命 
题 成 立 。 

(4) 设 ro…z,) 是 原子 公式 ， 记 (wo…uo) 王 如 (wo…u)， 

CAN 

FFs,plvor…*v,) 当 上 且 仅 当 二 (v0**v,) 寺 tCvo*…*v,). 
由 (1)，(2) 和 (3) 二 = 二 tr， 雹 二 雹 ， 则 

A 片 ,Yo…u) 当 且 仅 当 上 ,2P(vo an). 

(5) 设 9? 是 原子 公式 Ri ，…， tn。), Ri 是 乡 的 m 元 关系 符 
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号 , 41，…， tn 是 变 元 在 vo…v。 中 的 项 ， 
UFoRiti，…， tm) 当 且 仅 当 RY th…t4) 成 立 。 由 (1)， 
(2) 和 (3) 当 且 仅 当 RY (tte…t%?) 成 立 , 当 且 仅 当 多 严 。,Ri(t4…tm). 
(6) 设 Woo…aus) = 一 go zs)，2lF。9Y(vo…ao) 当 且 仅 当 
化 活 ,ylvo*…v,) ,由 归纳 假设 当 且 仅 当 双 活 ,,pvo…v,)， 当 且 仅 
当 UF fv 0,). 
(7) 设 VCpo ar) 一 办 (oo po) 一 加 (uazo) ,UE (Covo au) 
当 且 仅 当 人 鼎 s vow…v,) 或 上 多 (w…w) 当 且 仅 当 
人 据 。,Jr《vo…rvs) 或 人 UF,ys 当 且 仅 当 和 上 -yuo…w)， 
(8) 设 PCuo…aws) 一 Yui%(vo…anue) 5 Uy (zo…zn) 当 且 仅 
当 对 任意 2€ 4， A (wo…auwze)， 当 且 仅 当 对 任意 4E 4， 
Fesiog(uo ovot) 当 且 仅 当 儿 片 -Yuvo…z), 其 中 第 二 个 当 且 
仅 当 是 由 归纳 假设 对 复杂 度 较 小 的 公式 %(vw…zwue)， 指 派 
oas|b)，cz( vi15) 保 持 y 中 自由 变 元 的 解释 一 致 ， 结 论 成 立 。 
由 以 上 (1) 一 (8) 完成 归纳 证 明 ， 命 题 得 证 。1 
命题 3. 1. 1 说 明 公 式 gvo*…v,) 在 模型 2 中 被 满足 ,只 与 w， 
…，uw 的 解释 a。，…, a, 有 关 , 与 o 指派 的 其 余 变 元 的 解释 无 关 。 
这 样 我 们 可 以 说 公式 ve…uw,) 在 模型 2 中 被 co…a, 满足 , 记 作 
Fy [ao…a,]. a 
从 命题 3. 1. 1 的 证 明 还 可 以 看 出 ,， 红 中 的 项 上 (vo…v,) 的 解 
释 也 由 vo*…w, 的 解释 wo…a 完全 确定 ， 我 们 把 它 记 作 《as*…a,)， 
易 见 +:(ao…a,) E4， 是 论 域 中 的 唯一 确定 的 元 素 。 类 似 于 关系 符 
号 R,、 函数 符号 F, 在 模型 UU 中 的 解释 记 作 RY ，F7 ， 有 时 也 把 
项 tivo…v,) 在 模型 2 中 的 解释 记 作 (ao**a,). 
现在 我 们 可 以 对 例 6 中 公式 gv，v,)， (v1) 的 取 值 写成 
入 革 [ae bj],， UFg[La, cj, 人 U 鼎 gL[a]， 而 这 些 都 可 以 直接 
由 语义 定义 判断 出 来 。 
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如 果 9 是 弓 的 一 个 句子 , 8 中 没有 自由 变 元 , 由 命题 3. 1. 1， 
9 在 模型 中 的 取 值 与 任何 指派 c 都 无 关 ， 这 样 在 模型 4 中, 取 
值 为 真 ， 如 果 有 一 个 (任何 一 个 ) 指派 c 使 和 片 ,9， 我 们 可 以 记 
作 纹 上 gp。 当 缴 碑 pg 时 , 我 们 就 说 满足 8, 或 9 在 信 中 成 立 ， 
或 称 2 是 9 的 模型 。 

如 果 了 是 弓 的 一 个 句子 集 , 对 任何 句子 ET, 上 9 则 称 
是 TT 的 模型 , 2% 满足 7，, 或 了 在 和 中 被 满足 , 记 作 AHFT. 

设 p 是 红 的 一 个 公式 , 纹 是 弓 的 某 一 个 模型 ， 如 果 公 式 9 
在 模型 % 的 某 一 个 指派 和 下 yp 取 值 为 真 , 即 和 上 F,p， 就 称 公式 9 
在 红 中 是 可 满足 的 。 如 果 对 和 的 任意 一 个 指派 o, 都 有 上 .9， 
就 称 y 在 模型 和 中 永 真 , 记 作 FFP 如 果 9 在 红 的 任意 一 个 模 
型 中 都 水 真 ， 就 称 8 是 纪 的 恒 真 式 ， 记 作 上 9 设 卫 是 纪 的 一 
个 公式 集 , QU 是 红 的 模型 , 如 果 对 任意 公式 yET, 都 有 人 片 力 
就 记 作 纹 鼎 TT, 称 全 在 中 永 真 。 设 卫 是 经 的 公式 集 , 9 是 到 
的 一 个 公式 , 如 果 对 纤 的 任意 模型 ,UT, 就 有 Fw， 就 
记 作 丁 碑 gp。 下 面 我 们 来 看 一 阶 逻辑 的 可 靠 性 和 和 和 谐 性 。 

命题 3.1.2 一 阶 逻 辑 的 任何 一 条 公理 都 是 恒 真 式 。 

证 明 (i) 先 来 看 命题 公理 。 

设 p,y，r 是 乡 的 三 个 公式 ,无论 py，r 在 儿 的 模型 人 % 
的 指派 。 下 取 什么 值 , 由 基本 语义 定义 (3), (4) 与 命题 逻辑 的 语 
义 定义 (2) (3) 完全 相同 ， 由 命题 1. 2. 1 知 hz1，4z2，4z3 在 
5 的 指派 下 取 值 为 真 。 由 人 与 5 的 任意 性 , 以 及 yp, y, r 的 任 
意 性 知 4r1，Az2，Az3 的 任意 一 条 公理 都 是 恒 真 式 。 

Gii) 再 来 看 量词 公理 。 设 p, 少 是 红 的 二 个 公式 ， 变 元 = 不 
在 9 中 自由 出 现 , 则 ' Yz(p>y) 一 (gy->Yxy) 是 Ax4 的 一 条 公理 
设 色 是 纪 的 任意 一 个 模型 ，c 是 人 的 任何 一 个 指派 。 

(1) 如 果 和 芭 ,9 或 和 FF Yzy， 则 Ar 片 ,wp ~Vzy%， 由 基本 语 
义 定义 (4), 有 全 ,Yr(p>J)>(p>Vzy) 
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(2) 如 果 多 六 ,9 有 色 全 Yzb, 凤 在 在 xE 4 使 弛 siwy， 
而 由 于 z 不 在 ?中 自由 出 现 , 由 命题 3. 1. 1 有 Aiog9, 于 是 由 
基本 语义 定义 (4) 有 vv 颖 ,wwsp>y， 再 由 基本 语义 定义 (5) 又 有 
长. Yz(p->%)， 于 是 最 后 我 们 有 上 VxC9>J)> (prYzry). 

合 (1)，(2) 知 对 任意 入, 任意 指派 c 有 Al 上 F. Vz(p-> 人 力 一 
(>VYzy)， 即 Ax4 的 任 一 条 公理 都 是 恒 真 式 。 

设 ?9 是 弓 的 任 一 公式 ,上 是 弓 的 一 个 项 , t 相对 于 zx 在 pg 中 
自由 ， 则 Yxzgp->8Y(z/t) 是 hz5 的 一 条 公理 。 设 入 是 的 一 个 模 
型 , "是 Go 的 一 个 指派 ， 设 二 一 aE 4. 

如 果 和 片 。P(z/D) ， 由 基本 语义 定义 (4) 有 
FF Vxzp-PCz/t); 

如 果 人 2 久 ,Yz/)， 类似 于 命题 3. 1. 1, 不 难 证 明 上 FPCz/t) 
当 且 仅 当 Feelog， 这 样 我 们 有 和 所。iw,p。 由 基本 语义 定义 
人 U 括 , Yrp， 因 此 又 有 UE。 Yrp>9 (z/t). 

由 9 的 任意 性 ,2 和 的 任意 性 知 4z5 的 任意 一 条 公理 都 是 
恒 真 式 

(ii) 最 后 我 们 来 看 等 词 公理 。 

对 于 红 的 任意 一 个 项 t， 由 基本 语义 定义 (1) 易 见 上 FF, 二 
t 对 任意 和 ，o 都 成 立 。 因 此 t 寺 t 是 恒 真 式 。 

设 tt1，…， to 是 到 的 项 , R 是 必 的 任意 一 个 n 
元 关系 符号 。 设 弘 是 红 的 任 一 模型 , "是 红 的 任 一 指派 。 如 果 
人 UFC 二 t 则 二 = 志 iy，…， 4 二 tb。， 如 果 还 
有 全 ,Ra*…4,)，, 即 RY (tf…ts) 成 立 , 这 样 自然 有 RY (ti),，…， 
场 ) 成 立 。 因 此 有 SF,R(t+i…tz)， 这 样 由 基本 语义 定义 (4) 就 
有 人 匆 玉 测 寺 ti 二 tw 了 R(t…t,) 一 R(twr4…tm)， 如 果 有 做 
医 二 三 tm, 或 人 2 上 活 ,R(41…t,), 则 由 基本 语义 定义 (4) 也 有 上 述 
结论 成 立 ， 这 样 Ax7 也 是 恒 真 式 。 

Ax8 的 证 明 与 4x7 类 似 。 上 
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命题 逻辑 中 我 们 已 经 看 到 分 离 法 则 MP 保持 可 满足 性 。 一 阶 
逻辑 中 也 是 一 样 有 对 任意 红 , 任 意 c, 任意 公 式 gp,y, 如 果 人 上 厂 sp， 
FJy， 就 有 人 全 。。 

不 幸 的 是 对 于 公式 p, 概括 法 则 不 保持 可 满足 性 , 即 如 果 对 某 
个 模型 il，5 的 某 个 指派 cr，S 片 ,2， 不 一 定 有 人 U 瞩 。 Yrp 

例如 在 一 阶 语言 到 ={(P} 中 ,已 是 一 元 关系 . 令 UY= (A,U)， 
A=={a,b},U={a}CAh, VW 是 绕 的 一 个 模型 。 令 plv1)=P(v)， 
oa 一 (a，b，……)， 则 FF.P(w)， 但 却 有 全 poP(u), 这样 
WU FF Yoplv1). 

虽然 概括 法 则 不 保持 一 个 指派 c 下 的 可 满足 性 ， 我 们 还 是 有 
下 面 的 可 靠 性 定理 。 

定理 3.1.3 (可 靠 性 定理 ) 设 卫 是 纪 的 一 个 公式 集 ,8 是 
2 的 一 个 公式 ， 如 果 卫 上 wp， 则 FFy。 

证 明 “ 设 了 上 p, 模 型 2 二 夏 。 我 们 证 明 Up。 取 从 本 出 
发 到 9 的 一 个 证 明史 ，…， 多 一 9 对 AS” 归纳 证 明 有 Up。 设 
印 是 竹 的 一 条 公理 ， 由 命题 3. 1.1， 有 和 名片 %， 设 见 ER， 由 题 
设 有 和 全 国 。 归 纳 假设 对 任意 ,is 一 1 有 5 上 8, 如果 是 公 
理 ，JEFP， 仿 员 有 多 片 和 。 设 内 是 由 另 , 儿 ， 71、j 福 一 1， 经 分 
离 法 则 MP 得 到 ， 不 妨 设 p= 二 8 一 RK。 由 Y 矿 9 及 家 片区 ， 即 
5GFY 一 内 及 基本 语义 定义 (4)， 有 UG。 如 果 是 由 9， 
is 一 1， 经 推广 法 则 G 得 到 ， 即 中 =Yzg 由 儿 上 9 即 对 任意 指派 
5， ,9 ,再 由 基本 语义 定义 (5)，QvF, Vzp, 故 和 靖 Vzp， 这 
就 是 UG。 

这 样 归纳 证 明 完 成 .因此 有 人 严 % 即 UY. 由 代 的 任意 性 
和 TE 下 

在 可 靠 性 定理 中 取 厂 = 名 ， 即 得 : 

推论 3.1.4 设 9 是 和 的 一 个 公式 ， 如 果 片 w， 则 瞩 p 

这 个 推论 说 明 一 阶 逻 辑 的 定理 都 是 恒 真 式 。 设 工 是 纪 的 一 
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个 句子 集 ， 如 果 们 有 模型 和 dr， 则 对 任何 恒 假 式 史 人 一 9 
也 pA 一 否则 ,如 果 了 上 9A 一 ,由 可 靠 性 定理 有 
2H:9A 一 9， 而 这 是 不 可 能 的 ， 这 样 我 们 有 : 

定理 3.1.5 设 句 子 集 了 有 模型 ， 则 了 和谐。 

一 阶 形式 系统 的 公理 都 是 恒 真 式 ， 因 此 全 体 公理 在 任 一 模型 
中 成 立 。 而 恒 假 式 不 能 是 的 定理 , 这 样 , 一 阶 形式 系统 的 公理 
集 是 和 谐 的 ， 这 就 是 : 

定理 3. 1.6 一 阶 逻 辑 形式 系统 2 和 谐 。 


练习 


3.1.1 (1) 设 ={F, 了), 其 中 是 一 元 函数 符号 ,PP 是 
一 元 关系 符号 ， 令 A= {a,，65，,c，d}， 试 定义 4 上 的 一 个 一 元 函 
数 下 ,A 上 一 元 关系 U, 使 和 = (4, 下, U) 成 为 ac 的 一 个 模型 ; 

(2) 令 Jv)=Plv1)>PCF(v1)), 则 glv1) 是 练习 3.1. 1 中 
语言 & 的 一 个 公式 , 如 果 多 是 你 定义 的 那个 模型 , 令 w 的 解释 
九 分 别 是 a,，6,c 或 4 时, 计算 gkv,) 分 别 取 什么 真 假 值 ， 再 确 
定 弓 的 句子 Yviglv)， 3vglvi) 在 氏 中 的 取 值 ; 

(3) 你 能 不 能 构造 和 的 一 个 模型 , 使 3vigkv) 在 其 中 取 值 为 
真 , 而 Yuiykv1) 取 值 为 假 ? 能 不 能 构造 一 个 模型 使 上 述 两 个 句子 
取 值 都 真 ? 如 能 ， 请 构造 出 来 ， 如 不 能 请 说 明理 由 。 

3.1.2 令 双 ={ 十 , 0), 试 构造 忆 的 二 个 模型 , 使 下 列 两 个 
句子 在 一 个 模型 中 都 真 ， 在 另 一 个 模型 中 一 真一 假 。 

=¥Yv vv tv,=0), 

P=Yviv(v) tv vs 二 vi )。 

3.1.3 试 给 出 一 个 公式 glx), 使 gx) 一 Yzglzx) 不 是 到 的 
一 个 定理 ， 请 证 明 你 的 结论 。 

3.1.4 设 p, 逻辑 等 价 , 证 明 对 任何 模型 的 任何 指派 , p, y 
的 取 值 都 相同 。 因 此 一 个 公式 的 前 束 标准 形 与 原 公 式 有 相同 的 取 
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3.1.5 证 明 下 列 公式 都 不 是 定理 ， 

Vxz3yR(Cr,y) 一 3yYzRCz,y) 

VzxVYy(R(r,y)>R(y,7)) 

Yr(—P(r)>—P(y)) 

3.1.6 设 p(z) 是 红 的 一 个 公式 ,上 是 红 的 一 个 项 ,上 相对 
于 z 在 ?9 中 自由 , 证 明 对 弓 的 任何 模型 l, 对 任何 指派 ,只 要 

一 六 即 z 与 上 有 相同 的 解释 , 则 plz) 与 wz/) 在 o 下 取 相 同 

的 值 。 

3.1.7 设 人 UN 是 乡 的 模型 , Thal= {9: UFp, 9 是 纪 的 
句子 }. Th% 是 在 U 中 真 的 所 有 的 句子 组 成 的 句子 集 ， 证明 
Thax 是 极 大 和 谐 句 子 集 。 


§ 3.2 模型 的 相互 关系 


设 一 阶 语言 =!{ {{Ri}iers {F; be Cahier}, 本 节 介 绍 缘 的 
模型 之 间 的 相互 关系 。 

1， 模 型 的 同 态 和 同 构 

设 入 ,2 是 区 的 两 个 模型 : 

WU=(A, {Ri}iens {Pj}jes, (cies) 

WU'=(A', {Ri}iens {Fi}jes, {ctrer) 
如 果 存 在 映射 /: 4-~4'， 使 

(1) 对 任意 i€7, 若 Ri 是 乡 的 nn 元 关系 符号 ,对 任意 4，…， 
Qa,€ A， 如 果 RiCal，…，a,) 成 立 ， 则 RiCf《a1)…f(a,)) 成 立 ; 

(2) 对 任意 jEJ, 若 态 是 红 的 普 元 函数 符号 ， 对 任意 ai， 
“0 an€EA, 

fFj(ary am))=F (fa) fla,)) 
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(3) 对 任意 RERk,， flc) 一 cy 
就 称 模型 与 4 同 态 ,或 和 "是 的 同 态 模型 , 称 映射 了 是 2 
到 4 的 同 态 映射 ， 记 作 /一 2 . 

如 果 f 是 模型 ai 到 的 同 态 映射 ,而且 了 还 是 4 到 4' 的 
一 一 映射 ， 条件 (1〉 加 强 为 

Ri(a"…a,) 成 立 当 且 仅 当 R';(f 《a1)…f(a,)) 成 立 , 则 称 模型 
人 2 与 U' 同 构 , 或 称 U' 是 人 的 同 构 模 型 , f 称 为 2 到 4 的 同 
构 映射 记 作 f: 人 实 2%'. 

同 构 是 模型 间 的 等 价 关系 , 即 有 自 反 性 : 任何 模型 ,UU 洋 
折 ; 对 称 性 : 车 人 U 衬 多 ， 则 有 多 衬 U; 传递 性 ; 车 和 全 有 家， 马 
会， 则 纹 衬 g， 同 构 的 模型 必 有 相同 的 势 ， 即 车 衬 W'， 则 
141=14'|. 

例 1 令 弘 = (十 , 0) = (N, 十 ,0)，2l= (4, 十 '， 
0 )， 其 中 N 是 含 0 的 自然 数 集 ，4== {0，1}， 中 “十 ”是 自 
然 数 加 法 ，0 是 N 中 的 0，4, 中 “十 ”定义 为 0 十 '0=1 十 '1=0， 
0 十 1 二 1 十 '0=1,0' 定 义 为 4 中 的 0. 这 样 Zi ,2 是 2 的 模型 。 
令 f:N 一 A, 对 任意 n,n=2k 时 ,f(n) 二 0,n 二 2k 十 1 时 ,f(n)=1， 
则 /是 一 个 映射 ,而且 是 &, 到 多, 的 同 态 映射 , 因此 人 2, 是 li 
的 同 态 模 型 。 

令 := (B, 十 0), B= {2": nEN}, 而 “十 ”定义 为 B 
中 通常 的 乘法 ，0 定义 为 B 中 元 素 2 令 /: N 一 B， 对 任意 nE 
N,， /0)==2", 则 f 是 N 到 8B 的 一 一 对 应 , 而 且 是 人 到 人 2, 的 
同 构 映射 ，f/: 信守 的 ，. 

命题 3.2.1 设 和 、 儿 是 红 的 两 个 模型 , f: 人 实力 , 则 对 
弓 的 任何 公式 p (zz )， 任 意 w，…，aE4 有 
SF9 [al…ao] 当 且 仅 当 上 9 [fla)…f(a,)] 

证 明 先 对 项 1(x;…z,) 的 复杂 性 归纳 证 明 

(1) Ga an)) = (fa) f(a,)) 
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(1.1) 设 z《z1…z,) 二 zx; 是 单个 命题 变 元 , 则 2 中 属 (ar… 
a) 二 qi， 多 中 埠 (f(a1)…f(a,))==flai)， 因此 有 “1) 成 立 . 

(1.2) 设 (zi…zx,)= 二 cs 是 某 个 常量 符号 , 则 f(t* (oa…as)) 一 
jcg ) 一 c 时 一 经 (Cai) , f(a)). 

(1.3) 设 上 zzo) 王 Fi(CGCz…ze)，ytm(Cz…Zn))， 

其 中 jEJ， Fj 是 绽 的 m 元 函数 符号 ， ti，"…， tm 都 是 乡 的 
项 ， 并 归纳 假设 ， 对 i=1， 0 
fr (aan)) 一 认 (F(a)…Fa)). 设 

经 (aa) 一 cE4, 二 (fa)…Fa))=dEB. 则 归纳 假设 
是 flc)=di. 

现在 经 (al…as) 一 FF (cc )， 由 了 U 宇 多 是 同 构 对 应 ， 
fl aa)) = fF (ee) SS FF)"fle)) = 
FP(did,) = FPOUF(f (a) fa)) tf a) fla)) = 
坞 (f(a)…f《a,)). 因 此 (1) 成 立 。(* ) 所 代表 的 等 号 成 立 是 由 
于 有 同 构 对 应 的 条 件 (2). 

再 对 公式 qzy…z,) 的 复杂 性 归纳 证 明 

(2) ”UEy [ar…*a,] 当 上 且 仅 当 儿 三 GLf Ca)*…f(a,)] 

(2.1) 8 是 (zi…z,) 三 ti(z1…*z,)， 其 中 ,ts 是 项 ， 则 
QiFp [ay…as] 当 且 仅 当 #4 (aas) 一 经 (aa…as), 由 于 了 是 同 
构 对 应 , 当 且 仅 当 Fe (a…a,)) 一 FGY (ai…as)， 由 (1) 又 有 , 当 
且 仅 当 经 (Go )…Fas)) 王 经 (Fo)…FGo))， 当 且 仅 当 
SF [f(a1) …f (a,)J. 因 此 〈2) 成立。 

(2.2) pg 是 Ri(ti《z…zo)…tn(Xz1…ZX,)), 其 中 Ri 是 某 个 m 元 
关系 符号 ， 1 ，…，t, 是 项 。 

设 至 (al 和 as) 一 cy 综 (a…as) 一 co 经 (Ca)…Fas)) 一 
da 二 (Cai)…Fa)) 一 do 由 (1) fle)=di,*%,f(cn)=dn. 
FFY(ai…es) 当 上 且 仅 当 RZ (tf (ai…ao)…t (ai…ao)) 成 立 , 当 且 
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仅 当 RY (ci…cn) 成 立 , 当 上 且 仅 当 RE (CC(c)…Fc-)) 成 立 , 当 且 
仅 当 RPCdi…d。) 成 立 ， 当 和 且 仅 当 RPG? (f(aD)…f(an))*… 壤 
(f(a)…f(a,)) 成 立 ， 当 上 且 仅 当 好 =p [f(a1) …f (a,)] 成 立 ， 
因此 (2) 成 立 。 读 者 可 自行 给 出 每 个 当 且 仅 当 的 理由 。 

(2.3) 设 9 是 一 %Czi…zs) 轨 (zzs) 一 ya(zzs)， 由 归纳 
假设 容易 证 明 〈2》 成 立 。 

(2.4) 设 9 是 YzyCzzi…zno). 

UF [ai…a,] 当 且 仅 当 FFVzy [ai…a]， 当 且 仅 当 

对 任意 a€4, 人 UFFy [aa …a] 由 归纳 假设 
SFY [LAFGe)7Ga)…FGa)]. 由 于 了 是 4- 巨 的 一 一 对 应 , 因此 上 了 
是 满 射 , 即 当 a 取 遍 4 中 所 有 元 素 时 ,f(a) 取 遍 B 中 所 有 元 素 ， 
这 样 上 式 当 且 仅 当 BYxy [f(a)…f(las 门 ， 即 
SF [f(a)…f(a,)]， 因 此 (2) 成立。 

合 (2.1) 一 (2.4) 知 ， 对 任意 公式 Kz…z,)，(2) 成 立 ， 
完成 归纳 。 1 

由 命题 3. 2. 1， 两 个 模型 同 构 可 以 看 成 两 个 模型 除了 论 域 中 
元 素 名 称 不 同 或 记号 不 同 之 外 ， 其 意义 完全 一 致 。 因 此 我 们 常 把 
同 构 模型 看 成 是 完全 相同 的 模型 。 

推论 3. 2.2 设 弘 衬 多 , 则 对 红 中 任何 句子 p, ZiF9, 当 且 
仅 当 玫 F9 

2， 模 型 的 膨胀 和 归 约 

设 作 ={ {Ri)ier, {Fj}jers {coher}, 
={{Rilier, (Fj}jer, (cr)rer}, 其 中 ICT, JET » KEK', 即 
经 是 纪 的 膨胀 ,或 色 是 弓 的 归 约 。 设 2, 2 分 别 是 到 与 开 
的 模型 ， 2U，2' 有 相同 的 论 域 4， 而 且 对 纪 的 关系 ， 函 数 和 常 
量 符号 , UY, 2U' 中 的 解释 全 都 相同 , 就 称 "是 2 的 膨胀 模型 ， 
或 称 人 2U 是 2' 的 归 约 模型 。 膨胀 模型 20' 只 比 模型 2 增加 了 经 
中 新 的 符号 的 解释 , 而 保持 原 有 符号 的 解释 不 变 , 因此 , 设 ? 是 经 
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的 一 个 句子 ,2' 是 人 的 膨胀 模型 , 如果 入 FF? 则 仍 有 和 "全 7, 反 
之 亦 真 , 即 久 上 FF9 当 上 且 仅 当 llF9 设 互 是 红 的 句子 集 ，Bl 是 
人 2 的 膨胀 模型 ， 则 U3 当 且 仅 当 2l" 片 王 如 果 纪 的 句子 集 
允 汪 3,U' 瞩 多, 则 也 有 FF 了 要 注意 对 膨胀 语言 纪 ' 中 的 句子 
9, 即便 有 li 片 , 由 于 98 中 可 能 有 新 的 符号 , 在 归 约 模型 2 中 
可 能 没有 解释 。 

-如果 和 是 一 集 新 常量 ， 即 X 是 由 不 在 纪 中 出 现 的 常量 符号 
组 成 的 集合 。 记 丝 x= 乡 UX 称 为 艺 的 简单 膨胀 。 红 的 模型 2 
的 5x 膨胀 模型 记 作 ZLx, lx= (Bl cw)cex, 这 里 c* 是 新 常量 
c 在 Ux 中 的 解释 , cxE4, 不 引起 歧义 时 也 记 人 2x= (人 2，c)cex 

设 久 是 纪 的 模型 , 我 们 常 把 论 域 4 的 一 个 子 集 XC4 作为 
新 常量 符号 集 加 添 到 语言 纪 中 得 到 膨胀 语言 x， 这 时 我 们 用 
aEXC4 作 为 新 常量 符号 a 自己 的 解释 ， 模 型 2 就 膨胀 为 

Ux=(U, Q)eexz。 如 果 X=4， 则 = (Gil， Q)oe4。 

例 2 例 1 中 双 = {十 , 0}, U1= (N, 十 , 0) 是 经 的 模 
型 。 设 双 = (十 ,。，0, 1}) 则 红 , 是 红 的 膨胀 , B= (N, 十 ， 
“，0,，1)， 其 中 十 ，。，0, 1 都 是 N 中 普通 加 法 、 乘 法 和 0、1， 
这 样 Wi 就 是 2 的 膨胀 模型 。 


取 X= {1,…，, n} CN,X 是 N 的 子 集 , 令 x= 人 UX= 
{十 ，0, 1, …， 2}, 则 经! 是 纪 的 膨胀 语言 ， 其 中 1，…，? 都 
是 新 常量 符号 。 令 lix== (N, 十 ,0，1，…， mn)， 则 ix 是 Qi 
的 膨胀 模型 ， 其 中 1，…，n 分 别 解释 新 常量 符号 1，…，n. 


语言 乡 中 添加 新 常量 是 模型 论 惯用 的 方法 , 它 可 以 使 我 们 能 

用 新 常量 来 构造 新 的 句子 。 如 果 纪 中 添加 模型 论 域 中 的 元 素 作为 

新 常量 , 则 可 以 对 模型 中 的 元 素来 构造 新 的 句子 。 例如 乡 = {十 ， 

0} 中 ， 我 们 没有 句子 1 十 1 一 2， 因 为 1，2 都 不 是 纪 的 符号 , 但 

例 2 的 经 x 中 我 们 可 以 有 句子 1 十 1 三 2, 1+2 三 3 等 等 , 而 这 些 句 

子 的 意义 与 模型 中 语义 解释 是 完全 一 致 的 , 这 是 因为 对 新 常量 1， 
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…，n 我 们 的 解释 是 模型 中 这 些 元 素 本 身 。 

3， 子 模型 和 扩充 模型 

设 纪 =((Rijiern {Fj}jess {cr}ier}s 

U=(A, {RY Ye (FY }jer, (cf her)s 

WU' =(A', {RY er (FY hery(cg er). 

如 果 4S4,，RY 二 RY 由 A”, F 了 二 FY 了 |4' ,cf =e 就 称 是 
QU 的 子 模型 ， 记 作 2'S2UM， 也 称 2 是 2 的 扩充 模型 。 设 
2'EU, 则 对 任意 i€1, 车 R; 是 nn 元 关系 符号 ,， 对 任意 
dis …， a€EA’ 

RY? (al…as) 成 立 当 且 仅 当 RY (a1…a,) 成 立 。 对 任意 JEJ， 
车 是 m 元 函数 符号 ， 对 任意 a1,…，an€A'， 

FY¥ (aan) =FY (qan) EA'. 

对 任意 kEK， 常 量 ci 的 解释 相同 ， 即 co 一 < EA4'. 

设 纪 中 没有 函数 和 常量 符号 ， 则 乡 的 模型 2 的 论 域 4 的 
任意 子 集 都 可 以 构成 2 的 子 模型 。 一 般 地 ， 如 果 纪 中 有 函数 和 
常量 符号 ,， 子 集 XS4 不 一 定 对 函数 封闭 ， 即 如 果 元 素 
aa，…，awEX, 天 是 红 的 函数 符号 ，F7 (a1…a,) 不 一 定 还 是 XX 
中 元 素 。 这 样 X 就 不 一 定 能 构成 Zi 的 子 模型 了 。 

令 XSE4 是 一 个 子 集 ， 我 们 知道 必 有 一 个 子 集 B， 使 
XCBCA,B 可 以 构成 的 子 模型 .例如 取 B=A4, 人 2 当然 是 
自己 的 子 模型 。 如 果 B 是 最 小 的 子 集 , 使 X 生 BCSA, 多 以 B 为 
论 域 多 C2U， 就 称 儿 是 由 多 生成 的 2 的 子 模型 。 

设 UCU，U,CU， 即 U，U, 都 是 4 的 子 模型 。2l 
的 论 域 4GE4，2t 的 论 域 44S4, 则 4n4:S4, 由 4，4: 对 
函数 和 常量 封闭 ， 可 知 4im4: 也 对 函数 和 常量 封闭 。 因 此 以 
A 人 们 A; 为 论 域 可 以 构造 2 的 一 个 子 模型 ， 记 作 人 1 门 QU,， 这样 
子 模型 的 交还 是 子 模型 。 设 US2U, iET, 即 2Ui, i€E1, 是 2 
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的 一 族 子 模型 ,不 难看 出 2 也 是 2 的 子 模型 ,其 论 域 为 QA 

设 XSE4, 如 果 人 2 的 所 有 包含 X 的 子 模型 的 族 是 2,, iET， 
则 2 就 是 X 生成 的 子 模型 。 

令 B={ 训 (ai**an) : f(z1°"* Zs) 是 乡 的 项 , au，…，a.EX)， 
则 BSA4, 直观 地 说 B 是 由 XX 中 元 素 多 次 经 函数 复合 运算 得 到 的 
集合 。 由 于 常量 是 项 , 易 见 B 对 常量 封闭 , 即 双 中 所 有 的 常量 的 
解释 都 是 B 的 元 素 。 又 因为 单个 变 元 x; 是 项 ,因此 任意 元 素 a€ 
又 ,可 以 作 z; 的 解释 zz ,于 是 有 aE€B. 这 样 有 XCB. 设 b，…， 
bEB,F 是 乡 的 m 元 注 数 符号 ; 由 于 b= 过 (ai***a,)， 
i=l, 0 Mm, a 0 A ER, 令 t(T1T =F rr), 
t 吉 (Tz1"…*zn)) 是 2 的 项 ， 因 此 FY Cb1…*bn) 二 FY (Yara,),*…， 
录 (al…a)) 一 示 (a…a)E3. 因此 B 对 函数 也 封闭 ,这 样 由 B 可 
以 构成 2 的 子 模型 多 C2 。 

不 难看 出 对 任意 子 模型 CU， iEI， 有 XCAh， 必 有 
XCBCACA, 因此 名 EUSU， 这 样 有 多 NW， 但 由 
XBCSA 知 存在 某 个 iE1T, 使 2l, 一 多 ,因此 又 有 和 36, 三 多 . 于 是 
B= NW. 因此 多 是 2 的 由 XX 生成 的 子 模型 

命题 3.2.3 设 US 多 ,yzi…z,) 是 红 的 马公 式 , 则 对 任 
意 元 素 a1，…，a.€ A， 如 果 UpFFYCa…aJ， 则 瑟 FYCa as， 

证 明 ” 先 对 无 量词 公式 %(zi…ziz) 的 复杂 性 归纳 证 明 对 任 忆 
ay mEA, FENCe…ao 当 且 仅 当 GBFYCel…ai， 

(1) 设 tz…zi) 是 经 的 项 ,证 
te (gga) = (41as) EA 

(1.1) 设 tlz2**z)= 二 zi 则 二 (Qa)= 二 a 二 tq). 

《1.2) 设 iz1**zi) 二 F(a (Ti I) tn (Ti)). 
归纳 假设 雪 (c…pai) = 六 (a1%raD) EA， 则 坟 (a1*ay) 一 
FP ( 井 (alai)… 妇 (aai)) = F2 (经 (aai)… 经 (ai…as)) 一 
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FFY( 择 (aiaD… 经 (aat)) 一 经 (aaDEA. 

(2) 设 zi ze) 一 三 (zi zt)= 王 如 (zt). 

车 人 Uy [al…a， 则 经 (ol…ab) 一 绎 (ai…at)， 由 (1) 有 

埋 (a…aD) 一 泾 (a…aD， 因 此 BF [a1…ar]， 反 之 亦 真 。 
(3) 设 YCzzi)==Rith (TT tn (TI)). 

车 Ular*…as), 即 RY (Cg (aa 经 (ai…as)) 成 立 ， 

由 (1) 及 和 llS 才 定义 有 Re (t 兴 (ai…ai)… 经 (Ca…ai))》 成 立 ， 

即 儿 FY [a1…as]， 友之 亦 真 。 

(4) 设 %zizh) 一 一 办 (zzt)， 或 
夕 (zz 加 (zi…zi)， 请 读者 自己 补 证 。 

设 Yzi…z,) 是 乡 的 马公 式 , 对 p 中 存在 量词 的 个 数 归 纳 证 
明 : 对 任意 a1,…,a,€ A, 如 果 人 9Car…an], 则 儿 睹 YLa1*…as]. 

(1) 设 pz1…z。) 无 量词 ， 由 前 段 所 证 知 结论 成 立 。 

(2) 设 rzi…zo) 王 3zpzz…z)， 如 果 FFYCat…a]， 则 
存在 cE4, 使 UFF%Kaat…a, 由 归纳 假设 有 BFYCaa…a. 因 
此 有 写 F3zyce…aJ， 即 人 Bgla1…a,]. 

这 就 完成 了 闷 公式 9 的 归纳 ， 因 此 命题 成 立 。 1 

推论 3.2.4 设 2UC 久 ,gp (xz1…z,) 是 纪 的 开 , 公式 , 则 对 
任意 元 素 a ，…，a,€ 4， 如 果 瑟 HFP [ay…a,]，,, 则 
FEY [aa,). 

证 明 令 y= 一 9, 则 yy (zz) 等 价 于 一 个 互 公式 ， 
由 命题 3.2.3，lFYCa…a]， 就 有 家 FFYCoi…a]， 这 样 设 
GBF8[a…a] ,就 有 多 鼎 ylar…*an), 因此 2 全 Ya …a, 即 有 
FFYCai…ao]. i 

如 果 存 在 模型 多 , 使 2 衬 , 多 三 写 , 则 称 和 同 构 媒 入 多， 
记 作 信 它 多 ， 如果 映射 f: as 多， 则 记 作 /; U 它 多 , 称 f 是 
入 到 急 的 同 构 嵌入 。 
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推论 3.2.5 设 f:2U 它 多 ,Kz…z,) 是 马公 式 ,a1…*a,€ 4， 
若 人 Uglar…an], 则 络 于 qCf a)…f(as)]. 设 9 是 II, 公式, 若 
及 (an)…f(an)], 则 Ula1…aw]. 此 推论 的 证 明 留 给 读者 
作 练 习 . 

4， 初 等 等 价 模型 

设 人 U, 急 都 是 纪 的 模型 ， 如 对 纪 的 任意 句子 p，QLFF9 当 
且 仅 当 多 睹 p， 就 称 2 ， 马 初等 等 价 ， 记 作 和 三 马 . 

由 推论 3. 2. 2， 如 果 UU 实 多 , 则 多 和 拓 多 . 但 反 过 来 不 一 定 成 
立 ， 以 后 我 们 将 看 到 反例 。 

人 U 二 儿童 为 QU, 多 所 满足 的 一 阶 语言 的 句子 集 相同 。 初 
等 等 价 是 模型 论 特有 的 概念 。 

5， 初 等 子 模型 和 初等 扩充 模型 

设 U, 多 是 纺 的 两 个 模型 ,UC 多， 且 对 经 中 任意 公式 
wzro…z)， 对 任意 ai，…，aE4， 

FF Co…a,] 当 且 仅 当 SF Co …ao， 
则 称 和 是 多 的 初等 子 模型 ， 也 称 写 是 和 的 初等 扩充 ， 记 作 
UK 加. 

如 果 UA 多, 则 必 有 2 三 多 ,但 其 道 不 一 定 成 立 , 设 UU、 多 
是 红 的 两 个 模型 , 如 果 存 在 模型 多 ,使 2 衬 ,< 甸 , 则 称 作 
初等 嵌入 多 ， 记 作 色色 多， 称 同 构 映射 f/: 2U 实 FE， 为 初等 幅 
入 映射 f: UW < B. ~ 

命题 3.2.6 设 人 UC 多 , 邻 作 4= 红 UA 是 膨胀 语言 ,24= 
(人 UH, a)seas 4 二 (多, a)ses 分 别 是 UU, 多 到 54 的 膨胀 模型 
新 常量 符号 azE ACB， 都 用 模型 中 的 元 素 a 自身 作 解 释 ， 如 果 
Ui 三 9B4， 则 U< 久 B. 

证 明 设 g 《zi…z.) 是 乡 中 的 任 一 公式 , a1,，…, a.€E4 是 
A 中 任意 = 个 元 素 ， 以 a1，…，a, 分 别 代 换 8 中 自由 出 现 的 变 元 
zy …，z， 得 到 24 中 的 句子 p (ce…a). 不 难看 出 
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AlF9 Ca…a] 当 上 且 仅 当 人 UF9 (oa)。 同 样 也 有 
SF9 [lar'*a"] 当 上 且 仅 当 儿 4 片 9 (a1…*a,)， 由 人 Us 三 多 4， 又 有 
FF9 (at…a) 当 且 仅 当 氏 FF? 《ay…a,)， 因 此 U9 《ay*…a,) 
当 且 仅 当 多 FF (ca…a)， 由 定义 有 << 肋 | 明 

4 是 2 的 论 域 。 设 和 , 急 是 纪 的 两 个 模型 。 令 
到 =2U {cs: a€ A}, 多 是 对 每 个 元 素 a€ 4， 添 加 新 常量 符号 
cs 得 到 的 膨胀 语言 。 设 U4= 《2U， co)ses 是 2 的 膨胀 模型 ， 对 
每 个 新 常量 co、 中 用 a 作 c。 的 解释 。 /二 ( 留 ， co)oer 是 多 
的 膨胀 模型 。 对 每 个 新 常量 c。, 多。 中 用 多 的 某 个 元 素 作 其 解释 。 

命题 3.2.7 设 2U 三 B4, 则 UM 号 儿 . 

证 明 先 找 一 个 映射 /: A 一 8B， 对 每 个 a€ A， 我们 已 有 
cE€ 世 ,因此 存在 唯一 的 5E B， 在 2 中 以 5 作为 cs 的 解释 。 令 
f(a)=b, 则 /是 4 到 8B 内 的 一 个 映射 。 

(1) ff 是 4 到 B 内 的 一 个 单 射 ， 即 对 任何 两 个 元 素 
al，azE4, 如 果 w 天 az， 当 且 仅 当 f(a1) 关 f(a,). 

由 于 am，aE4， 因 此 有 新 常量 Ca， ca EY, Ca co 在 ls、 
号 4 中 的 解释 分 别 是 a1，as 和 f(a1)，f las). 这样 a1 取 az 当 且 仅 
当 UF co,. ai) 天 az) 当 且 仅 当 名 ceo, 但 由 
2 三 名 有 全 一 cs, 三 co, 当 且 仅 当 名 4 浅 一 cs 三 co, 因 此 有 Qi 天 
多 当 且 仅 当 f(a1) 关 f (as). 

(2) 令 {f(a); aE4} =A1, 由 (1) 41CB. f: A->A1 是 
一 一 映射 。 我 们 断定 由 4, 可 以 作成 多 的 子 模型 2. 

(2.1) A 对 这 的 函数 和 常量 封闭 , 设 F, 是 乡 的 nn 元 函数 符 
号 ， bi，…，b,E€ 4 ， 我 们 证 明 FF (b1…b,)€ Ai. 

由 4, 的 定义 知 存 在 a1,…,a,nEA, 使 f(a1)=b,… ,f(a,)= 
pb 由 人 2 是 红 的 模型 , 因此 有 aE4, 使 FY (a1…a,)=a, 这 样 有 
Cos ca cE. UE Fc,, “Ca, ) co. 由 人 2 三 B44, 也 
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有 多 Fj(c。，*…，c,) 三 ce。 这 样 有 F 了 (Bb…b,) 二 6b,6 又 是 co 在 
名 4 中 的 解释 ， 因 此 有 6 二 f(a)€ A 即 F 了 (bb,)€ A 

对 红 的 常量 符号 ci, 设 c 在 人 2U 中 的 解释 是 a, 则 由 a=a 知 
olh 片 cs 一 cb， 再 由 Us 三 多。 有 儿 4 片 co 三 c4 即 c4 与 6 在 多 4 中 解 
释 相同 , 而 c。 在 多 4 中 的 解释 是 f(a). 由 Fa)E4，ce 在 4 中 
的 解释 也 是 f(a)， 因 此 4, 对 常量 封闭 

(2.2) 由 (2.1) 知 可 以 以 4, 为 论 域 构造 子 模型 Bi4C 4 
我 们 断定 有 f: U4 衬 214. 

由 (1) 已 知 f 是 4 到 4 的 一 一 对 应 , 设 R; 是 红 的 nn 元 关 
系 符号 , a …, a,€A, 则 cs, *…, cE. 2 中 RY Cal, ian) 
成 立 当 且 仅 当 U4 三 RiCcs…c。,)， 当 且 仅 当 多 4 瞩 R(co*…es,), 当 
且 仅 当 RF (f (a) …f(a)), 由 于 人 UC 多 ,又 有 
R?(f(a1)…f《a,)) 当 且 仅 当 RF'(f(a1)*…f(a,)). 

设 F 是 红 的 m 元 函数 符号 ,al,… ;yan€ Ah. 人 2U 中 必 有 aE4， 
使 FY (a*…*ram) 二 a 由 (2.1) 有 FF(f(a)…f(a,))=f(a). 此 
即 FCFY ar%an))=FY (fa) flan)). 

对 红 的 每 个 常量 符号 c， 由 (2.1) 已 知 若 ce 在 人 U4 中 的 解 
释 为 a， 则 在 ,4 中 的 解释 为 f(a). 


由 (2.1)、(2.2) 知 ，2U4 实 214， 这 就 得 到 U4 它 多 4， 由 
U4 三 4， 类 似 于 命题 3.2.6 有 人 URB. 1 

命题 3.2.8 设 人 UY 多, 安 都 是 绕 的 模型 ， 则 

(i) 如 果 人 UCB,， BG, 则 UC%; 

(ii) 如 果 人 2U< 罗 ,BKZ, 则 UK%， 

( 痢 ) 如 果 人 UCB, UKZ ,BKZ, 则 人 UK. 

把 上 述 子 模型 和 初等 子 模型 改 成 同 构 嵌 入 和 初等 代 入 结论 仍 
然 成 立 。 我 们 把 证 明 当 作 练习 ， 留 给 读者 去 做 。 
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练习 


3.2.1 设 缘 = {和 ,Fc}, 其 中 下 是 二 元 函数 符号 , c 是 
常量 符号 , 设 2U= (N, 之 , 十, 0), B= (N, 委 ，。，1), 则 
AU， 久 都 是 作 的 模型 , 证 明 2U 它 儿 . 

3.2.2 设 人 UU 二 多 .如 果 人 中 每 个 元 素 都 是 双 的 某 常量 符 
号 的 解释 , 则 和 多 急 ; 如 果 急 中 每 个 元 素 也 都 是 经 的 某 常量 符 
号 的 解释 ， 则 UU 洋 %. 

3.2.3 设 公 CI, 人 U, 名 是 作 的 模型 , 以 Us 多 表示 
人 U, 轨 的 红 归 约 模型 初等 等 价 ,证明 人 二 多 当 且 仅 当 对 任意 有 
限 语言 姓 ,人 U=y%%. 

3.2.4 对 任意 乡 ， 乡 中 至 多 有 21<' 个 互 不 初等 等 价 的 模 
型 。 

3. 2. 5 证 明 命题 3. 2. 8. 

3.2.6 设 王 是 极 大 和 谐 句 子 集 , 2, 几 是 的 两 个 模型 , 则 
二 光 ， 特别 ， 如 果 信 ,多 是 红 的 两 个 模型 ，B 上 Th2U， 则 


§ 3.3 常见 的 语言 和 模型 
例 1 红 = 儿 , 即 纪 中 没有 非 逻辑 符号 , 则 任何 一 个 非 空 集 
合 4 可 以 构成 乡 的 一 个 模型 = (4). 
令 9,，0<m<o 是 如 下 句子 : 
61: Jv (wv), 
62: 3vovi (vv )， 
3: Ivoviva (vo¥v A vv Nv 8v,), 


其 中 mw 天 w 是 一 (vo 三 v1) 的 简写 , 3vov19 是 3vo3vi9 的 简写 等 等 。 
对 任意 n<w，26, 当 且 仅 当 4 中 至 少 有 nn 个 不 同 的 元 素 。 令 
3= {6.: 0<n<w},2U 当 且 仅 当 4 中 有 无 限 多 个 元 素 。 乡 
中 任意 两 个 同 势 的 模型 同 构 。 

例 2 丝 = {R}, R 是 一 元 关系 , 设 4 是 非 空 集合 ,VCSA， 
则 = (4,V) 是 红 的 模型 ,对 任意 元 素 a€ 4, UFR [aj 当 
且 仅 当 aE€V，, 设 是 乡 中 下 列 句子 组 成 的 句子 集 : 

3voR v0); 

3vovi (Rvo) A Rv) A vo ); 

Jvoviv (Rvo) A ROvi) A Rvs) Nvo¥v Mvovs Nv v2); 
则 3 当 且 仅 当 V 无 限 。 如 果 5 是 下 列 句 子 的 集合 : 

3vo (Rv)); 

3vov (一 Ruo) 人 一 RuD) Mvoxv); 

3vovivi Rv) A RV) 人 一 Ru ) 人 uv 天 mw 人 zw 天 ww Mv 
天 vz); 
则 名 全 马 , 当 且 仅 当 4NY 无 限 。 而 和 全 将 UZ 当 且 仅 当 了 和 A\V 都 
无 限 。 

例 3 综 = {E}, 天 是 一 个 二 元 关系 符号 。 以 zx 一 > 表示 
天 (rz，y)， 考 虑 下 列 句子 : (本 节 以 下 句子 中 都 省 去 最 前 面 的 一 组 
全 称 量词 ) 

(1) xz~x， 自 反 性 ; 

(2) xz~~y>y~T， 对 称 性 ; 

(3) z~yA 人 ?一 z 开 ~z， 传 递 性 . 
纪 的 模型 2 二 《A，E)，, 车 满足 句子 (1),，(2) 和 〈3)， 则 称 厂 
是 4 的 一 个 等 价 关 系 。 对 每 个 zE 4, 定义 a= (bE A: 6~x}， 称 
4 为 a 的 等 价 类 。 对 任意 a, bE 4, a~6b 称 a, 2 等 价 。 则 2 是 全 
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体 与 a 等 价 的 元 素 组 成 的 集合 。a 中 任意 两 个 元 素 都 互相 等 价 。 对 
任意 a, bE A, 如果 a 站 mb 关 如 , 即 存在 元 素 cE4, cEan2, 则 对 
任意 元 素 vEa 有 4d~c, 因此 dE€E6, 即 aSb, 反之 亦 有 6Ca, 于 
是 a=b。 这 样 4 中 元 素 被 划分 为 互 不 相交 的 一 些 等 价 类 , 对 任意 
a€ 4, a 都 属于 等 价 类 az, 因此 4=U {a: a€ A), 对 每 个 等 价 类 
可 以 任 取 一 个 元 素 作 其 代表 元 ， 例 如 a 可 以 作为 a 的 代表 元 ， 若 
5 是 a 的 代表 元 ， 则 bE4a， 因 此 b~a. 

等 价 关系 是 非常 有 用 的 代数 概念 ,对 任何 一 个 集合 4A, 如 果 4 
可 以 划分 为 一 些 互 不 相交 的 子 集 的 并 , 则 可 以 在 4 上 定义 一 个 等 
价 关系 :; 任 a,， 5E A，a~b 当 且 仅 当 a, 6 同属 一 个 子 集 。 

例 4 红 = {三 }, 二 是 二 元 关系 , 也 称 三 为 序 关 系 , 以 zy 
记 二 (rz，y). 考虑 下 列 句子 ， 

(1) z<z， 自 反 性 ， 

(2) xz 委 > 人 Ay 生 z-z= 生 y， 反 对 称 性 ; 

(3) xz 和 > 人 y 委 zx 一 z 委 z， 传 递 性 ; 
红 的 模型 = (4， 三 〉 如 果 满 足 句 子 (1)，(2) 和 (3) 称 
是 一 个 偏 序 ， 或 称 委 是 4 的 一 个 偏 序 。 

(4) zx<yV yz; 
模型 % 是 偏 序 且 满足 (4) 则 和 称 为 全 序 , 或 线性 序 , 也 叫 良 序 。 

(5) 3zxy(z 天 y); 

(6) zx 魏 y 人 xz 尖 y 一 jz(z 委 z 人 z 委 》 人 z 天 > 人 z 天 y); 
线性 序 2 还 满足 (5) ，(6) 就 称 为 稠密 线性 序 。 

(7) 3y(r<y Azy); 

(8) 3y(y<zr Azzy). 
满足 7)，(5) 的 稠密 线性 序 称 为 无 端点 稠密 线性 序 。 

命题 3.3.1 任意 两 个 可 数 无 限 的 无 端点 稠密 线性 序 模型 都 
同 构 。 

证 明 设 和 = (4, 过), 多 = (B， 之) 是 两 个 可 数 无 限 气 
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端点 稠密 线性 序 模型 。 先 依 任意 一 法 枚 举 A，B: 

oy 

bo, bi, Da ee 
我 们 归纳 地 定义 A4，B 的 重 排 

Wa ai la， 

Ws is b',, 0. 
使 对 任意 i， jw, a';<a'; 当 且 仅 当 6;<6'j. 令 ao 一 ao bo 一 bo， 
设 对 任意 i<n，a';， Vb'; 已 定义 。 

若 n=2&, 令 a', 二 at， 如 果 存 在 某 i<n, 使 a',==&';, 则 令 妈 ， 
二 bi, 否则 a 把 {a'o，…，a',-} 划分 成 两 个 部 分 5 和 s. a';€ 
5 当 且 仅 当 a'i<a',,a'j€ sz 当 且 仅 当 a',<a'j, 对 应 地 把 {816,…， 
b',-1) 划分 为 两 部 分 %, 和 ,piEs 当 且 仅 当 a';€Es5,6'1Es's 当 
且 仅 当 a'i€Es2. 易 见 ms: 一 弛 ,任意 如 Es ES 有 b&b';， 
且 b', 关 bj, 由 多 是 无 端点 稠密 线性 序 知 存 在 t, n<t<w, 使 六 E 
B， 对 任意 Es 1,， 有 bb， 任意 5jEs' ,6b.<6'j。 令 b=b， 
由 , 的 取 法 不 难看 出 {a'o…a',} 和 {6'。…b',} 有 相同 的 序 关系 ， 
即 i，jn,a';<a'j 当 且 仅 当 b&b';. 

当 n=2k 十 1 时 , 令 b==b4， 如 上 可 以 取 到 a', 使 {a'0*…a',} 
与 (4'0…b'，} 的 序 关 系 相同 。 

这 样 我 们 得 到 A，B 的 枚 举 wo， a ， a's，… 及 b'o, b'1, b's， 

. 令 f: 4 一 B, 对 任意 n<w, f (a,) =b',. 则 f 是 UYU 到 多 

的 同 构 对 应 。 下 

命题 3. 3. 1 的 方法 被 称 为 Cantor 过 来 过 去 方法 , 在 模型 论 中 
这 是 一 个 常用 的 方法 。 

例 5 和 = {十 , 0), 其 中 十 是 二 元 函数 符号 , 0 是 常量 符号 。 
如 果 模 型 = (G， 十 ，0〉 满 足下 列 句子 集 : 

(1) (z 十 y) 十 z 三 z 十 (y 十 z) 《结合 律 ) 

(2) xz 十 0 三 z 人 0 十 x 三 zx 《0 是 加 法 单位 元 ) 
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(3) 3y(z 十 y 三 0Ay 十 z 三 0) (有 道 元 ) 
则 称 w 是 群 ， 有 时 也 称 G 是 群 ， 如 果 和 还 满足 
(4) zx 十 y 三 y 十 z+ ”〈《 交 换 律 ) 
则 称 2 是 交换 群 ， 或 可 换 群 ， 也 称 为 Abel 群 ， 如 果 2 还 满足 
(5) nz 硅 0， 即 z 十 z 十 … 十 + 寺 0，n<<w 则 称 入 是 nn 阶 群 . 
OO 


设 人 是 Abel 群 ,对 任意 n<w，% 满足 

(6) Xx 关 0>nz 关 0 

则 4 称 为 无 扭 群 。 

如 果 人 U 是 Abel 群 ， 任 意 n 二 w，2 满足 

(7) 3y(ny=zx) 

则 称 2 是 可 除 群 。 

例 6 和 = (十 。，0，1)， 十 ，。 是 二 元 函数 符号 ，0，1 
是 常量 符号 , 设 和 是 纪 的 模型 满足 上 例 中 句子 (1)，(2)，(3) 
和 (4)， 此 外 还 满足 

(1) 1 zx 三 z，。 1 (1 是 乘法 单位 元 ) 

(2) xz，(y，z) 三 (7Y，。y)，。z (结合 律 》 

(3) xz，。y 三 y* z+ (乘法 交换 律 ) 

(4) xz，(y 十 z) 三 zx。y 十 +* zx 乘法 对 加 法 的 分 配 律 ) 

称 人 U 为 可 换 环 。 如 果 可 换 环 av 还 满足 

(5) x * y=0>z=0V y=0 
则 称 2 为 无 零 因子 可 换 环 〈( 整 环 )。 如 果 和 还 满足 

(6) 0 天 1 

(7) (zx 关 0->jy (zy 三 1)) 

则 称 %% 为 域 。 设 p 是 某 素 数 ，% 满足 

(8) £1 三 0， 即 1 十 1 十 … 十 1=0 


称 % 久 是 特征 p 的 域 。 如 果 对 任意 素数 ,2 都 不 满足 (8)， 
则 称 2 为 特征 0 的 域 。 
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例 7 丝 = {二 ，，, 5S, 0}, 十 ,，， 是 二 元 函数 符号 ,，S 是 
一 元 函数 符号 ， 称 S 为 后 继 函 数 . 0 是 常量 符号 。 纪 的 句子 集 

(1) 0 天 Sz 

(2) Sr=Sy—>z=y 

(3) z+0=x 

(4) z+Sy=5 (z+y) 

(5) zr» 0=0 

(6) r* Sy=7r * y+x 
对 红 的 任意 公式 9 (xo, zi …， Zz,) 

(7) WOz 和 ze) 人 (YzCPT Te) 一 VCSzyzi ez))) 一 
VZGPCZZI… 二) 
被 称 为 是 Peano 算术 公理 ， 模 型 ae= (N， 十 ，。，S，0》 称 为 
标准 算术 模型 ， 其 中 N 是 自然 数 集 ， 十 , 。 是 普通 自然 数 加 法 和 
乘法 ，S 是 后 继 函数 ，Sz=z 十 1，0 是 通常 的 自然 数 零 ， 显 然 2 
满足 Peano 公理 集 。 对 任意 满足 Peano 公理 而 与 U 不 同 构 的 模 
型 称 为 非 标 准 算术 模型 。 

例 8 和 = {十 ,，，, 一 , 0, 1), 十 ,。 是 二 元 函数 符号 ,一 
是 一 元 函数 符号 ， 称 为 补 运算 ，0，1 是 常量 符号 。 

(1) zz 二 +(y 十 z) 三 (xz 十 y) 十 z，X*(y*，z) 三 (7。y)。z( 结 合 
律 ) 

(2) z 十 ?到 ?> 十 z， zx* y=y*r (交换 律 ) 

(3) x 十 z 三 z， xz。x 三 7 (等 等 律 ) 

(4) z 十 (z*，y) 三 z, z，(z 十 y)= 二 zx 吸收 律 ) 

(5) z 十 (?。z) 一 (z 十 y)。(z 十 z)， 
Z。(? 十 z) 一 rz。y 十 zx。z (分 配 律 ) 

(7) 0 关 1,， zx 十 0 三 +x，xz 十 1 二 1， 
rz， 0=0, xz，1=zx, 1 二 0, 0 二 1(0,1 律 ) 
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(8) x 十 三 1, xz， ZX 三 0, X 三 zx( 补 余 律 ) 
上 列 句子 中 (1)，(2)，(3)，(4) 称 为 格 公理 ，(1) 一 《5) 称 为 
分 配 格 公 理 ，(1) 一 〈8) 称 为 布尔 代数 公理 ， 模 型 2 满足 这 些 
公理 就 称 为 格 ， 分 配 格 或 布尔 代数 。 ， 

设 了 是 一 个 非 空 集 合 ，4= 已 (7) 是 了 的 赛 集 ， 令 
和 = (4 Un 一 ,gg 7，U,， mn， 一 是 集合 的 并 ， 交 和 补 
运算 ， 包 是 空 集 , 了 是 合集 , 则 人 是 经 的 模型 , QU 满足 (1) 一 ， 
(8)， 因 此 和 是 布尔 代数 。 
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第 四 章 ” 紧 致 性 定理 


§4.1 一 阶 逻 辑 的 完全 性 


设 8 是 形式 语言 双 的 一 个 句子 , 1930 年 G6del 证 明了 如 果 9 
是 和 谐 的 ， 则 有 一 个 模型 。 这 就 是 G6del 完全 性 定理 。1949 年 
Henkin 用 常量 方法 证 明 弓 的 一 个 句子 集 了 如 果 是 和 谐 的 ， 则 人 
有 模型 ,这 就 把 G6del 完全 性 定理 推广 到 了 一 般 形式 .本 节 给 出 完 
全 性 定理 的 Henkin 证 明 。 这 个 证 明 给 出 了 模型 论 的 一 个 重要 方 
法 : 常量 方法 。 

定义 设 工 是 弓 的 句子 集 ，C 是 弓 中 一 集 常量 符号 ， 称 C 
是 纪 中 了 的 证 据 集 ， 如 果 对 纪 的 每 个 公式 p(x)， 有 常量 符号 
cEC， 使 

人 上 3zp(z) 一 PCc) 

如 果 在 乡 中 T 有 证 据 集 C,， 就 称 了 在 纪 中 有 证 据 ,， 简称 
有 证 据 。 

容易 看 出 ， 如 果 了 有 证 据 ，7' 屋 TT， 则 T' 也 有 证 据 。 

引 理 4.1.1 设 了 是 弓 的 和 谐 句 子 集 ，C 是 一 集 新 常量 符 
号 ,|CI=1 2 上 ,有 = 和 UC 是 么 的 膨胀 语言 , 则 存在 多 中 和 
谐 句 子 集 T, 使 TCT, 工 在 乡 中 以 C 为 证 据 集 。 

证 明 设 1 富 | =a, 则 |C|=a, 枚 举 C 中 全 体 新 常量 符号 为 
co Cl， Ce， ，&<a, 使 任意 ,5 之 a，& 关 5 时 ,ce 关 c:， 易 
见 上 世上 =a, 列 出 纪 中 全 部 句子 Rg,， 5<a。 我 们 来 构造 乡 中 名 
子 集 的 一 个 递增 序列 : 

了 =ToCTIC…CTeC… é<a (1) 

并 定义 C 的 一 个 重 排 de:，f<a, 使 
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(i) 每 个 <a, 7 是 这 中 和 谐 句 子 集 ; * 

(说 若 5=& 十 1,TeU (ge; 不 和 谐 , 则 令 了 :==7':; 否则 TeU {px} 
和 谐 而 内 不 是 3zy (z) 形 句 子 , 就 令 T;=TeU !g}. 若 T'eU {8} 
和 和谐， 有 昌 gg 还 是 3zy(x)〉 形 句子 . 使 令 
T==TU {gg}U {3xzy(z)>ylde)}, 其 中 4d: 是 取 不 在 T: 及 gr 中 
出 现 的 co，cy，…，ce，… 中 第 一 个 常量 符号 。 

ii) 如 果 《 是 极限 序数 ， 就 令 T; 一 Te 

我 们 证 明 这 个 构造 是 可 行 的 。 设 Te 已 构造 , 由 (1) Te 和谐， 
若 TeU {ge} 不 和 谐 , 则 Te,=Ts 也 和 谐 。 若 TeU {Rg} 和 谐 , 而 
不 是 3xy(x) 形 , 则 Te 二 TeU (ge} 也 和 谐 , 车 TeU {9} 和 谐 而 
全 是 3xy(x) 形 句子 ,由 于 Te 中 每 次 新 添 的 句子 数 不 多 于 2 个 ,而 
每 个 句子 中 至 多 只 含有 限 多 个 C 中 常量 , 因此 ,Te 中 的 新 常量 少 
于 a 个 ,C 中 还 有 不 在 Te 及 ge 中 出 现 的 常量 , 可 以 取 第 一 个 这 样 
的 常量 为 d， 现 在 证 明 Te,=TeU {gg}U {3zy(r)>y(de)} 和 谐 。 
设 Te+i 不 和 谐 ,由 命题 2. 2. 10 有 TeU {a} 上 一 (3xy(x)>y(de))， 
由 命题 演算 易 知 有 TU {g} 片 一 y(de)，, 其 中 di 不 在 Te 及 gq 中 出 
1 2.2.2,T:U {g} FYz—y (7)BpTeY {(g}-—3zy(7), 

全} 一 RR， 因而 Ts 不 和 谐 , 矛盾 。 这 样 Ts, 是 和 谐 的 。 

en T= UT 由 于 Te，6< 是 递增 序列 , TT。 
的 每 个 有 限 子 集 都 是 某 个 Te ect 的 子 集 , 是 和 谐 的 , 因此 7; 和 
谐 。 

综 上 所 述 ，(1) 的 构造 是 可 行 的 。 这样 我 们 得 到 忌 的 句子 集 
的 递增 序列 (1)。 令 T=UT。e 则 荆 是 世 的 和 谐 句 子 集 ,， TCT. 
设 3zy(z) 是 弓 中 一 句子 ,如 果 焉 3zyCz)， 则 对 任意 cEC 
有 TH3xy(x)>y(c), 车 了 | 上-3xy(x)， 这 时 有 某 个 Ea, 使 
R=3zy(x), 且 TeU {ge) 和 谐 ， 因此 
Ten=TeU {Rg}U{3zy(r)>yld0}, 这 样 T 上 -3xy(z)>y(4de)， 
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而 deEc. 这 样 荆 在 加 中 以 C 为 证 据 。 1 

引 理 4.1.2 设 T 是 乡 的 和 谐 句 子 集 ,C 是 T 的 证 据 集 , 则 
了 有 模型 %, 且 2 的 论 域 4 中 每 个 元 素 都 是 C 中 某 常量 符号 的 
解释 。 

证 明 不 妨 设 T 是 红 的 极 大 和 谐 句 子 集 ,了 仍 以 C 为 证 据 
集 。 我 们 定义 C 中 元 素 的 一 个 关系 “~”， 对 任意 常量 符号 
c，dE€C,c~d 当 且 仅 当 cd€ET. 由 于 7T 是 极 大 和 谐 句 子 集 , 容 
易 证 明 关系 一 满足 下 列 条 件 ， 即 对 任意 c，d，eEC， 有 

(1) c~ci (2) 若 c~d 则 4d~c; (3) 车 c~d，d~e， 则 c~e. 
这 样 一 是 C 的 一 个 等 价 关系 。 令 A= {c :cEC), 其 中 
‘二 {dE€EC :4d~c} 是 c 的 等 价 类 。 我 们 在 A 上 定义 关系 ,函数 和 
常量 作 红 中 关系 , 函数 和 常量 符号 的 解释 , 使 之 构成 7 的 模型 。 

(1) 设 R，iET， 是 红 的) 元 关系 符号 .任意 元 索 
d,s TEA. 

Ri(ti zs) 成 立 当 且 仅 当 R (cc )ET， 

(2) 设 F， jE.J， 是 红 的 六 元 关系 符号 ， 对 任意 
Cs ioE4， 必 有 cEC， 使 机 (ceo)=cET， 令 

局) 一 

(3) 设 di, kEK, 是 这 的 常量 符号 则 存在 cEC， 使 
qd 三 cET, 令 di 在 论 域 4 中 的 解释 为 c. 

我 们 必须 证 明 上 述 定义 是 可 行 的 。 首 先 要 证 明定 义 与 每 个 等 
价 类 的 代表 元 的 选择 无 关 。 设 (1) 中 心 …， 6 与 …，c 都 
是 局, … ,6 的 代表 元 , 即 忆 ~ …, co~cs. 于 是 有 cc …、 
0 三 cE7， 由 弓 的 公理 4z7 有 

上 ci 三 ci 一 … 一 cs 反 co 一 R，(c，…，c) PR; (cl, ,01) 
因此 ，R; (ci，…，c") ET 当 目 仅 当 Ri (ci …，c 0) ET， 从 
而 有 R,(z，…，z5) 成 立 与 代表 元 选择 无 关 。(2)、(3) 中 类 似 可 
证 定义 与 等 价 类 的 代表 元 选 法 无 关 。 
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我 们 还 要 证 定义 (2)，(3) 中 z 的 存在 性 与 唯一 性 。(2) 中 
局 ，…，cn) 是 弓 的 一 个 项 ,由 $2.2 例 4， 有 
上 3zGCP(cv scm) 二 7)， 由 C 是 TT 的 证 据 集 知 存 在 cEC， 使 
THF3zF,(a cn)7) F(a cn) Ec. 因此 
TH Rowenycn) 三 cPFj(c,"ycm) 三 cET。 如 果 存 在 c<，c' 使 
Fj(crcn) 三 c， Fj(c1 co) 三 CET, 则 由 4z7 可 证 明 c 寺 c'€ 
T. 这 样 c~c ,z=z'. (3) 中 < 的 存在 性 与 z 的 唯一 性 类 似 可 证 。 
现在 , 我 们 定义 了 以 4 为 论 域 的 一 个 模型 al 一 (4，({Rijiem 
{Fj}jes, {di}ier). 不 难看 出 对 经 中 常量 cEC， C 在 4 中 的 解释 
是 z5， 即 < 自己 所 在 的 等 价 类 。 下 面 对 双 中 句子 的 复杂 性 加 以 证 
明 。 


FF9 当 且 仅 当 PET. 
(4) 设 上 是 绎 的 一 个 闭 项 ， 即 上 中 不 含 变 元 符号 ， 则 存在 
”ceEcC, 使 WwFt=c 且 =c6ET. 

设 :是 某 个 体 常量 , 则 由 (3) 知 存在 cEC, t 寺 cET,t 在 人 
中 的 解释 是 z， 即 FF 三 c. 设 1=Fj (1,，…,1), Fj 是 乡 的 m 
元 函数 符号 ,5 ,是 红 的 闭 项 归纳 假设 存在 ，…，cvEC， 
使 多 片 二 co ，…， 片 加 二 co 41 三 0， tn 二 cn ET， 由 (2) 
存在 cEC，, 使 Fie,***,cn) 三 CET. F(t "6,) 二 5， 即 
人 UFFj(ci,… ,cm) 三 rc。 由 公理 Ax8 可 以 证 明 
F(ti,tn)=cET R UFR ta). 

(5) 设 , 所 是 纪 的 两 个 闭 项 ， 则 

名 所 4 三 ts 当 且 仅 当 4 二 tET. 
由 (4) 存 在 ,cs€C, 人 UFt1 二 0, Ufc 且 t1 寺 ,ts 二 cET. 

设 多 上 ns 请, 则 和 片 c = 一 c, 2 一 2 a1~cz, 因此 0 二 cs EET， 
容易 证 明寺 tf.€7T. 

设 二 4:ET， 则 a 二 cET， 也 可 证 Fa 二 co， 因而 
A 
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(6) 设 Ri 是 红 的 n 元 关系 符号 , a，…，, 己 是 双 的 闭 项 , 则 

FFRG，…，b) 当 且 仅 当 RiG4 ,2D)ET. 

由 (4) 存在 a,…, cET, UEtc, baEcET，i 王 1，…，n， 
不 难 证 明 (6) 成 立 。 : 

(7) 设 9= 一 y， 由 归纳 假设 BlFFY 当 且 仅 当 yET,， 则 BFy 
当 且 仅 当 双 忌 y 当 上 且 仅 当 yp&T 当 且 仅 当 PET. 

(8) 9 一 内 一 办， 对 人 办， 内 用 归纳 假设 可 证 。 

(9) 设 呈 3zy(z)， 若 FF9， 则 存在 5E4，BlFY [zj, 即 
cEC, UFy(c), 由 归纳 假设 yO)ET， 由 82.2 例 3 
上 Ye) 一 3zwCz), 则 3zyCz)ET， 反 过 来 ， 若 3z%(z)ET， 由 C 
是 T 的 证 据 集 ， 知 存在 cEC，T 上 3zy(z) 一 yc)， 则 yc)ET， 
由 归纳 假设 Fw(c)， 这 样 也 有 FF3zyCz)，( 利 用 (9) 可 以 
证 明 gp=YxyLx) 的 情形 也 成 立 。) 

至 此 ， 我 们 完成 了 2 上 当 且 仅 当 YET 的 证 明 。 显 然 
FT， | 

作为 引 理 4. 1. 2 的 道 命题 ， 我 们 有 : 

引 理 4.1.3 设 C 是 红 的 一 集 常量 符号 ,7 是 乡 的 句子 集 ， 
5 是 红 的 模型 。 如 果 FT, 人 的 论 域 4 中 每 个 元 素 都 是 某 个 
常量 符号 cEC 的 解释 , 则 了 T 可 以 扩充 到 和 谐 句子 集 工 , 工 以 C 为 
证 据 集 。 

证 明 令 Th2%= {gp: 9 是 红 的 句子 Ug), 即 Th2 是 
被 Zi 满足 的 乡 的 全 体 句 子 的 集合 。 Th2 是 纪 的 一 个 极 大 和 谐 
句子 集 ， 取 T=Th2%, 对 乡 中 任意 3xy(z) 形 句子 ,车 
TH3zy(z), 则 3zxy(x)ET，2UFFIjxy(lzx), 于 是 存在 a€ 4， 
SFY[La], 但 a 是 某 cEC 的 解释 , 从 而 Uglc) ,ylc)ET, 因 
此 TH 上 -3zgCz)>y(0), 若 HH3zylz), 则 TU (一 Jzp (zx)} 和 
谐 ,， 一 3xy(z)ET， 自然 有 TU {3zy(z)} 上 -ylc) (其 中 cEC) 
了 TF 上 F3zy(z)>y(c). 这 样 T 以 C 为 证 据 集 . 1 
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定理 4.1.4 (广义 完全 性 定理 ) ” 设 人 是 纪 的 句子 集 ， 了 
和 和谐 当 且 仅 当 了 有 模型 。 

证 明 由 定理 3.1.5 已 知 7 有 模型 则 了 和谐 , 设 T 和谐 , 由 
引 理 4.1.1, 存在 语言 蕊 = 八 UC, IC|= 上 弘 是 ,存在 芝 的 句子 
集 T,TCT,T 在 乡 中 有 证 据 C, 由 引 理 4.1.2, 儿 中 有 模型 人 2， 
UFT, 令 U' 是 人 U 在 统 中 的 归 约 模型 , 则 有 人 2FET. 上 

推论 4.1.5 设 T 是 红 的 和 谐 理论 ， 则 了 T 有 势 小 于 等 于 
1 纪 | 的 模型 , 

证 明 定理 4. 1.4 中 模型 2 与 2 有 相同 的 论 域 4, 4 中 每 
个 元 素 都 是 某 cEC 的 解释 ， 这 样 14| 委 1CI 科 1 到 1 1 

形式 语言 纪 中 一 句子 p, 如 果 9 在 红 的 每 个 模型 中 都 满足 ， 
就 称 ? 是 便 真 句子 ， 记 作 上 FFg 设 T 是 乡 的 句子 集 , gp 是 乡 的 句 
子 ， 如 果 了 的 每 个 模型 都 是 9 的 模型 ， 记 作 T 片 史 

推论 4.1.6 (G6del 完全 性 定理 ) 设 9 是 纪 的 句子 ,9 是 
弓 的 定理 当 且 仅 当 9 是 纪 的 恒 真 句 ， 即 “上 9 当 且 仅 当 片 9 

证 明 设 片 w, 由 推论 3.1.4 知 必 有 上 9 反之 若 以 9 即 
9 不 是 和 的 定理 ， 则 一 5 和谐。 由 定理 4. 1.4， 有 模型 WU 上 一 9， 
因此 纤 p%。 1 

推论 4.1.7 了 T}-p 当 且 仅 当 TY 

证 明 也 只 需 证 一 个 方向 ,车 以 p, 则 TU {一 pg} 和 谐 , 有 
模型 TT， 人 UY-7p, 则 双 上 磊 9， 因 而 7T 鼎 9 1 


$4.2 紧 致 性 定理 


紧 致 性 定理 和 下 节 的 L6wenheim 一 Skolem 一 Tarski 定理 是 

一 阶 逻 辑 模型 论 的 特征 。 而 紧 致 性 定理 尤其 是 一 阶 模型 论 的 基础 。 

整个 一 阶 模型 论 几 乎 都 可 以 看 成 是 紧 致 性 定理 的 推论 。 除 了 在 模 

型 论 中 之 外 ， 紧 致 性 定理 还 有 许多 应 用 。 著 名 的 非 标准 分 析 就 是 

由 应 用 紧 致 性 定理 而 得 到 的 非 Archimed 序 城 上 导出 的 。 本 节 中 
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我 们 将 给 出 应 用 紧 致 性 定理 的 几 个 有 趣 的 例子 。 

定理 4. 2. 1 〈 紧 致 性 定理 ) ”句子 集 王 有 模型 当 且 仅 当 三 的 
每 个 有 限 子 集 有 模型 。 

证 明 :， 显然 只 需 证 一 个 方向 。 设 三 的 每 个 有 限 子 集 有 模型 ， 
则 三 的 每 个 有 限 子 集 都 和 谐 ， 因 此 和谐， 由 完全 性 定理 ， 5 有 
模型 。 四 

形式 语言 的 一 个 句子 集 常 被 称 为 理论 。 称 一 个 理论 是 可 满足 
的 ， 如 果 它 有 模型 。 由 完全 性 定理 ， 理 论 是 可 满足 的 也 就 是 和 谐 
的 , 因此 ， 紧 致 性 定理 也 可 以 叙述 为 : 一 个 理论 T 是 可 满足 的 当 
且 仅 当代 的 每 个 有 限 子 集 是 可 满足 的 ， 即 7 是 有 限 可 满足 的 。 

定理 4.2.2 设 理论 7 有 任意 大 有 限 模型 , 则 T 有 一 个 无 限 
模型 。 

证 明 

an 一 了 3vo…uv-i(uo 天 ww 人 … 人 uo 天 ww 1 A A vv, 1), 
0, 意 为 存在 个 互 不 相同 的 元 素 。 令 3= {m : z<w}, 由 题 设 易 
见 TUZ 有限 可 满足 ， 由 紧 致 性 定理 7TUZ 有 模型 和 
铁 睹 TUZ. 而 由 伯 厂 3 知人 2 是 无 限 模型 。 上 

由 定理 4. 2. 2 立即 得 到 如 下 推论 : 

推论 4.2.3 不 存在 形式 语言 的 一 个 理论 T， 使 对 任意 模型 
U2UT 当 且 仅 当 AU 有 限 。 

这 个 推论 说 明 一 阶 形式 语言 无 法 刻 划 “有 限 ” 这 个 性 质 。 我 
们 从 这 里 看 到 一 阶 语言 并 不 是 万 能 的 ， 它 有 相当 大 的 局 限 性 。 

称 句子 集 三 是 理论 7T 的 一 组 ( 非 逻辑 的 ) 公理 , 如 果 王 FT， 
且 了 上 3， 由 完全 性 定理 , 车 是 了 的 公理 ， 则 35T, TE3， 
即 于 与 有 相间 的 模型 , 如 果 T 有 一 公理 集 3. 而 三 有 限 , 则 称 
7 有 限 可 公理 化 。 如 果 T 有 限 可 公理 化 , 通过 合 取 可 使 了 的 有 限 
条 公理 合成 一 个 句子 ， 则 7 有 只 含 一 个 句子 的 公理 集 。 

推论 4. 2.4 设 理论 3= {0, : n 过 w}， 其 中 6 是 定理 4.2.2 
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中 给 出 的 句子 ， 则 不 可 有 限 公理 化 。 

证 明 如 果 三 有 限 可 公理 化 , 即 存在 句子 p, 和 3, 9, 则 
SFFy 当 且 仅 当 和 无限。 这样 ov 片 一 9 当 且 仅 当 和 有 限 , 与 推 
论 2.2.3 矛 盾 。 1 

推论 4. 2. 4 说 明 不 能 用 一 阶 语言 中 的 一 个 有 限 长 的 句子 来 刻 
划 无 限 这 个 性 质 。 

下 面 一 个 定理 是 著名 的 L6wenheim-Skolem-Tarski 定理 , 简 
称 L-S-T 定理 。 

定理 4.2.5 〈L 一 S$ 一 T 定理 ) 如 果 理 论 T 有 无 限 模型 ， 则 
对 任意 一 个 基数 a，a 宇 上 ‖ 丝 上 ，T 有 势 为 a 的 模型 。 

证 明 令 红 是 理论 7 的 语言 , ce, $<a, 是 不 在 红 中 出 现 的 
新 常量 符号 。 令 到 = 经 U {ee: <a}, 5=TU (cx0,: £6<7< 
a}，, 由 人 有 无 限 模型 易 见 三 有 限 可 满足 ,由 紧 致 性 定理 三 有 模型 ， 
由 推论 4. 1. 5, 了 有 模型 入 , 14| 科 22 中 =a, 而 由 人 Uce 关 cy， 
<7<a，|A| 之 a,， 因此 |14|=a. 则 入 在 乡 中 的 归 约 模型 
FFT, 2 的 论 域 仍 是 4， 即 2' 是 势 为 a 的 模型 。 上 

我 们 也 称 推 论 4. 1. 5 为 降 L-S-T 定理 , 而 把 定理 4 一 2 一 5 称 
为 升 L 一 S 一 T 定理 .下 节 我 们 还 要 讨论 更 强 形式 的 升降 世 一 S 一 了 
定理 。 

设 放 = {R}, R 是 二 元 关系 符 。 的 模型 = (A，R) 被 
称 为 是 良 序 ,如 果 R 是 论 域 4 的 良 序 关 系 , 即 对 4 的 任意 子 集 B， 
存在 元 素 a€ B, 对 任意 65EB, 有 aRb, ( 即 Rla, 6b),) 称 a 是 B 
的 关于 R 的 最 小 元 。 集 合 论 有 一 个 著名 结论 : 选择 公理 AC 与 良 
序 公理 等 价 。 良 序 公理 即 每 个 集合 都 可 以 良 序 。 而 我 们 可 以 用 紧 
致 性 定理 证 明 : 良 序 不 是 一 阶 语言 可 以 刻 划 的 性 质 。 

定理 4.2.6 设 乡 = {R}, R 是 二 元 关系 符号 ,2 中 不 存在 
句子 集 互 ， 使 互 有 无 限 模型 ， 而 对 红 的 任意 模型 2 人 UF 当 
且 仅 当红 是 良 序 。 
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证 明 设 存在 定理 中 所 说 的 句子 集 >， 我 们 证 明 必定 有 一 个 
无 限 模型 B=， 多 不 是 良 序 。 

令 到 = 红 U{c :mn<o}, 其 中 c 是 不 在 绎 中 出 现 的 新 常量 。 
令 卫 = 了 ZU {cwiRe,Ac 关 cw+i: n<w}. 对 也 的 每 个 有 限 子 集 , 2 
的 无 限 良 序 模型 都 可 以 膨胀 为 其 模型 。 因 此 , 由 紧 致 性 定理 ， 了 有 - 
模型 有 , 瑟 片 也 ,由 多 片 c 关 cs mn<wo 知 开 无 限 。 令 {b， hh 
bb,，…}) 性 B 是 常量 c,, n<w, 在 名 中 的 解释 , 由 名 ?上 ciRe, 
可 知 {6。，b1，…6,，*…) 中 没有 关于 R 的 最 小 元 ， 因 此 名 /不 是 
良 序 。 而 多 在 乡 上 的 归 约 多 仍 是 5 的 模型 ， 儿 不 是 良 序 。1 

令 红 = (十 ,。，,，S,， 0}，8 3.3 中 例 7 给 出 了 Peano 算术 公 
理 。 称 久 = 〈(N， 十 ， 。，S，0》 是 Peano 算术 的 标准 模型 ， 称 
Th 为 完全 数论 , 如果 有 模型 多 , BTh2，, 而 多 关 2U，, 则 称 
光 为 非 标 准 算术 模型 。 由 定理 4.2.5 已 知道 Th2 存在 充分 大 的 
模型 , 例如 不 可 数 模型 ,当然 不 能 与 2 同 构 。 因 此 完全 数论 有 不 
可 数 的 非 标准 模型 。 现 在 我 们 来 证 明 存 在 完全 数论 的 可 数 的 非 标 
准 模型 。 这 是 由 Skolem1934 年 最 先 证 明 的 。 

定理 4.2.7 设 缘 = { 十 ,'，S, 0}. 乡 中 存在 完全 数论 的 
可 数 非 标 准 模 型 。 

证 明 令 玫 = 经 Ufc)， c 是 一 个 新 常量 。 令 
T=Th2%U {c 关 mn :7 是 S…S 0 的 缩写 n<w}. 其 中 Th2 一 


了 

tp: 9 是 红 中 句子 , 上 钞 . 容易 看 出 T 的 每 个 有 限 子 集 T' 都 有 
模型 。 只 要 从 和 中 定义 一 个 充分 大 的 nEN 为 新 常量 c 的 解释 即 
可 使 和 的 膨胀 模型 成 为 7 的 模型 。 由 紧 致 性 定理 了 有 模型 ， 由 
定理 4.1.5,T 有 势 不 超 过 | 2 | 的 模型 ,由 外 22 =w, 知 有 
可 数 模型 有 , 设 c 在 安 中 的 解释 是 OE 号 , 令 多 是 多 在 红 中 
的 归 约 模型 。 如 果 有 f: UY 多 是 VY 到 雪上 的 同 构 对 应 , 则 必 
有 Co) =0, 设 fl(n)=n, 则 f(Sn)=S(f(n))=Sn. 即 f(n) =n 
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对 任意 mn<o 成 立 。 由 到 片 c 关 nn<o 知 总 中 对 任意 半 都 有 8 天 由 
因此 2 不 是 4 市 任 一 元 素 的 象 。 这 样 卫 不 能 是 同 构 对 应 ， 即 
人 U 关 多. 因此 多 是 可 数 非 标准 模型 。 1 

令 红 = (十 ，，，0, 1)},，§ 3.3 例 6 给 出 了 域 的 理论 的 一 组 
公理 红 的 模型 2 称 为 域 ， 如 果 儿 满足 这 些 公理 。 记 理论 本 
为 这 一 组 公理 .BlFPR， 则 和 是 域 . 设 p 是 有 理 素 数 ， 如 果 
人 Up. 1 三 0, 则 称 和 是 特征 p 的 域 , 这 里 p.1 是 1 十 1 十 … 十 1 的 
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简写 。 如 果 对 任意 有 理 素数 p, =p. 1 天 0, 就 称 和 是 特征 为 0 
的 域 。 

定理 4.2.8 设 乡 = {二 ，，,0,1}, 中 理论 T 有 住 意 
大 特征 的 域 模型 ， 则 T 有 特征 为 0 的 域 模型 。 

证 明 令 3=TUTU 1p1 关 0, p 是 有 理 素 数 }, 其 中 厂 是 域 
公理 。 设 号 和 是 的 有 限 子 集 , 则 世 中 至 多 含有 限 多 个 p1 关 0， 
户 有 理 素数 , 取 一 个 有 理 素数 4 大 于 所 有 上 述 p, 取 TT 的 一 个 特征 
4 的 域 模型 , 易 见 也 是 立 的 模型 。 因 此 三 的 每 个 有 限 子 集 可 满足 ， 
由 紧 致 性 定理 闷 有 模型 , 这 个 模型 是 T 的 特征 为 零 的 域 模型 。 

定理 4.2.9 句子 9 在 任意 一 个 特征 为 零 的 域 中 真 ， 则 对 任 
” 意 now， 存 在 素数 >z， 使 ?在 特征 的 域 中 真 。 

证 明 必 反 证 法 。 假 设 存 在 2”<w， 对 任意 有 理 素数 pn. 9 
在 特征 p 的 域 中 都 不 真 。 令 

5={ 一 9; UTU {pl 关 0: p 有 理 素 数 } 

则 三 有 限 可 满足 ， 由 紧 致 性 定理 3 有 模型 ,2U 上 一 y, 即 9 
在 入 中 不 成 立 。%% 上 TT， 即 入 是 域 , 又 对 任意 有 理 素数 p， 
pl 对 0, 妈 级 骨 特 征 零 的 域 。 这 与 题 设 矛 盾 。 下 

以 上 定理 4. 2. 8 和 定理 4. 2. 9 是 近世 代数 学 的 一 个 分 支 “ 域 
论 ” 中 极 有 用 的 结果 。 例 如 域 论 中 的 一 个 方程 ， 或 方程 组 在 任意 
大 特征 的 域 中 有 解 ， 则 必 在 某 特征 为 零 的 域 中 有 解 。 如 其 在 任意 
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特征 为 零 的 域 中 有 解 , 则 存在 充分 大 的 有 理 素数 p, 使 方程 在 特征 
户 的 域 中 有 解 。 

推论 4.2.10 设 丝 = {十 ，。，0，1}, 域 的 特征 为 零 不 能 
在 笃 中 有 限 公理 化 。 

证 明 ”假设 纪 的 句子 9 表示 域 的 性 质 * 特 征 为 零 ", 是 域 的 
公理 集 , 令 T=TU (9pj, 则 和 FF7 当 且 仅 当 化 是 特征 为 零 的 域 。 
因而 9 在 任意 特征 为 零 的 域 中 真 。 由 定理 4. 2. 9 存在 某 有 理 素数 
户 ， 使 在 特征 畏 的 域 中 真子 盾 。 | 

这 是 继 “ 无 限 性 ”后 第 二 个 不 能 有 限 公理 化 的 例子 。 

设 红 = { 十 ,。，0,，1, 及) 卫 是 特征 为 0 的 域 公理 以 用 下 
列 句子 组 成 的 理论 : 上 

yy 十 < 福 y 十 z 

ZSyN0<z—>r* zy*x 

以 上 两 句子 中 同样 省 去 了 句 首 的 全 称 量词 。 的 任意 模型 
人 ,如果 上 了 ， 就 称 和 是 一 个 序 域 , 元 素 a€ A 称 为 正 的 ， 如 
果 0<a， 且 a 关 0。 下面 这 个 性 质 称 为 阿 基 米 德 (Archimede) 性 
质 : 对 乡 的 序 域 中 的 任意 两 个 正 元 素 a, 6, 都 存 在 自然 数 n，, 使 
a<nb， 满 足 这 个 性 质 的 序 域 和 称 为 阿 基 米 德 序 域 。 以 R 记 全 体 
实数 的 集合 ， 则 实数 序 域 模型 “R, 十 ，，. 0. 1, 及) 是 纪 的 
一 个 阿 基 米 德 序 域 。 由 紧 致 性 定理 我 们 可 以 证 明 存在 一 个 与 实数 
序 域 初等 等 价 的 非 阿 基 米 德 序 域 。 

定理 4.2.11 设 乡 = {十 ，。，，0，1， 三 }, 存在 一 个 与 实 
数 序 域 初等 等 价 的 非 阿 基 米 德 序 域 。 

证 明 令 人 Y= (R, 十 ,，, 0, 1, 三 ), Th 是 在 和 中 成 
立 的 句子 的 全 体 组 成 的 集合 。 令 SY' 二 作 U {c),c 是 新 常量 符号 。 
令 3=PU {nl1<c,nEw}, 的 任意 有 限 子 集 怠 中 至 多 有 有 限 个 
n1c, n€Ew. 取 大 于 所 有 这 些 的 一 个 自然 数 m， 以 no 作 常 量 c 
的 解释 , 使 = 〈R, 十 ，。, 0, 1, 过 ) 膨胀 为 2' 的 模型 2'， 
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Bl = (R, 十 ，，,，0, 1， 忒 , no)， 不 难看 出 Q' 片 又 . 由 紧 致 
性 定理 ，Z 有 模型 2 常量 c 在 多 中 有 解释 a€ B， 对 任意 
n€w， 久 上 碑 n1<c, 因 此 ， 对 任意 n€Ew，n。*1<a, 这 样 名 的 红 
归 约 模型 儿 不 满足 阿 基 米 德 性 质 ,但 多 上 Th, 即 2 中 成 立 的 
任意 句子 在 多 中 亦 成 立 , 这 样 就 有 二 2， 由 此 多 也 是 序 域 模 
型 。 1 

定理 中 常量 符号 < 的 解释 a 大 于 任意 自然 数 , 因 此 也 大 于 任 
意 实数 , 我 们 称 c 是 模型 多 的 无 穷 大 元 .多 中 不 止 有 一 个 无 穷 大 
元 例如 2c，3c， ec 等 等 ， 甚 至 有 无 穷 多 个 无 穷 大 元 。 而 十， 去 
等 等 则 成 为 儿 的 无 穷 小 元 。 这 样 ， 在 模型 名 中 可 以 建立 新 的 无 
穷 小 分 析 理 论 称 为 非 标准 分 析 。 非 标准 分 析 是 由 A， Robinson 于 
1960 年 建立 的 ， 到 现在 已 经 发 展 成 为 一 门 内 容 丰 富 的 新 学 科 。 

由 定理 4. 2. 11 可 以 看 出 阿 基 米 德 性 质 不 能 由 一 阶 语言 表示 。 
否则 , 如 果 9 表示 阿 基 米 德 性 质 , 9 在 2 中 成 立 , 因此 yp 在 多 中 
也 成 立 ， 而 这 是 不 可 能 的 。 

设 芭 = {三 }，8 3.3 中 例 4 给 出 偏 序 和 全 序 理论 。 

定理 4.2. 12 任何 一 个 偏 序 可 扩充 为 一 个 全 序 , 即 对 任意 偏 
序 模型 ==〈4, 三 ), 存在 全 序 模型 多 , 使 多 = (4, <<'), 二 ' 
是 A 上 全 序 , 三 ' 保 持 和 的 序 委 , 即 对 任意 a, bE 4, 如 果 a<b， 
则 oa 过 0. 

证 明 令 T 是 例 4 中 偏 序 理 论 , 即 句子 (1), (2), (3). 令 T' 
是 全 序 理 论 , 即 句子 (1), (2), (3) 和 (4). 设 2 是 的 一 个 偏 
序 模型 ，QvFT. 4 的 任何 非 空子 集 可 以 构成 2 的 子 模型 , 仍 是 
偏 序 模型 。 令 到 = 二 UA4A= 信 4,，5' 是 把 模型 2 的 论 域 4 当 作 
新 常量 集 添加 到 乡 中 得 到 的 膨胀 语言 , 令 2=T'Ut{a<b, 车 人 2 
中 a 委 5),， 任 取 三 的 有 限 子 集 马 .台中 只 含有 新 常量 
ar…，aE4. 我 们 归纳 证 明 可 以 在 {ae，…，a.}》 上 建立 一 个 新 的 
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序 关 系 委 '， 使 入 ' 是 全 序 ， 而 且 保持 原 有 的 序 不 变 ， 即 w 委 oj 一 a; 
<'aj. 

n 二 1 时， 即 也 中 只 含 一 个 新 常量 {a1}. 令 二 ' 仍 是 原来 的 序 
关系 委 即 可 。 假设 罗 中 含有 个 新 常量 时 结论 成 立 。 若 忒 中 含有 
n 十 1 个 常量 (oa ，…，a，as+l)， 对 《aa ，…，as} 由 归纳 假设 已 
有 全 序 关系 <', 三 ' 保 持原 有 的 序 亿 ,比较 as 与 a1，…, a, 的 大 
小 取 k=max {i : a;<'ant1)， 即 是 使 4a;<<'a,i; 成 立 的 最 大 的 下 
标 。 现在 定义 a’'ast1， anr1 二 'arr1. 这 样 委 ' 已 经 是 {41，…，, a,， 
an+1) 上 的 一 个 全 序 。 而 且 二 ' 保 持原 有 的 序 关 系 人 不 变 。 归 纳 完 
成 。 

以 上 归纳 可 知 马 可 满足 , 由 紧 致 性 定理 2 可 满足 。 因此 有 
模型 多 二 (多, a)sen. 由 多 上 T', 加 是 全 序 。 每 个 元 素 a€ A4， 
a 在 多 中 有 解释 bEB. 令 Bo= (b。: a€ A}, 以 Bo 为 论 域 可 以 
构成 多 的 子 模型 ,= (Bo, <'), 力 , 也 是 全 序 。 以 a 代替 Bo 中 
的 元 素 六， 得 到 模型 B', 二 4, 二 '), 儿 ',。 是 以 4 为 论 域 的 全 序 
模型 。 由 允 的 构造 易 见 二 ' 保 持 2 的 序 <. 1 

下 面 给 出 紧 致 性 定理 在 图 论 中 的 一 个 应 用 。 一 个 地 图 (平面 
图 ) 称 为 是 & 色 的 ,如 果 用 种 颜色 可 以 区 分 地 图 上 各 个 国家 或 区 
域 , 使 相 邻 的 两 个 区 域 有 不 同 的 颜色 。 我 们 用 图 论 的 方法 来 描述 
k 色 地 图 。 用 平面 上 的 点 表示 地 图 上 的 区 域 ,不同 的 点 表示 不 同 的 
区 域 ; 两 个 区 域 相 邻 ， 则 用 一 条 线 连接 代表 这 两 个 区 域 的 点 ， 这 
样 得 到 一 个 由 点 和 线段 组 成 的 一 个 图 ,一 个 地 图 是 色 的 , 即 可 以 
把 它 对 应 的 图 上 的 点 分 成 上 个 组 ， 同 在 一 组 的 点 之 间 没 有 连 线 。 

进一步 , 我 们 用 形式 语言 来 描述 一 个 图 , 以 及 图 的 & 色 性 。 令 
红 = {R},R 是 二 元 关系 . 乡 的 理论 T 是 以 下 两 个 句子 的 句子 集 : 

(1) ~—R(z,7) 

(2) R(zsyY>R(y,7) | 
与 以 前 一 样 , 我 们 省 去 了 (1)，(2) 句 首 的 全 称 量词 。 红 的 一 个 
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模型 = 〈4、R) 称 为 一 个 图 , 如 果 FT. 4 的 元 素 是 平面 上 
的 点 , 两 点 a, 5 间 有 连 线 当 上 且 仅 当 R(a, 2) 成 立 。(1) 表示 图 上 
没有 连接 一 个 点 的 圈 。R(a, 6) 也 表示 区 域 a, 和 4 相 邻 。 模型 和 
是 色 的 , 即 4 可 以 划分 为 个 不 相交 的 部 分 41，…，A4. 对 任 
意 i<k, 任意 a, bE€ A;，R(a, 6b) 不 成 立 ， 即 全 一 RCe， 执 . 关 
于 角色 问题 ,最 著名 的 是 4 色 问 题 , 即 任意 一 个 地 图 可 以 用 4 种 颜 
色 区 分 不 同 的 区 域 。 简 言 之 , 每 个 图 都 是 4 色 的 。4 色 问 题 至 今 尚 
未 得 到 完满 的 解决 。 但 这 里 我 们 有 如 下 k 色 定理 。 

定理 4.2.13 ”一 个 图 是 4 色 的 当 且 仅 当 其 每 个 有 限 部 分 都 
是 & 色 的 。 

证 明 显然 , 我 们 只 需 证 明 一 个 方向 。 设 入 = 4, R) 是 一 
个 图 , 任意 有 限 子 集 BC4, 子 模型 = (B, R) 都 是 4 色 的 , 我 
们 证 明 入 也 是 上 色 的 。 

令 玫 = 玫 U(P，…， Pi}UA4, 其 中 已 , …， 已 是 一 元 关系 
符号 , 令 T=Th2U，T' 是 下 列 句子 的 集合 : 

ab :a, bE A, azxb; 

R(a,b) : a,b€E A,UFERIa,b); 

—R(a,b) :a,bE A,UF— Rla,b); 

VzCPICzr)V VP(7)); 

Vz (Pi(z) PT) :1 Sh izj; 

VYxzy(CPiCz) AP(y)—>—R(z,y):1<i<k, 

再 令 3 二 TUT'. 我 们 证 明 互 有 限 可 满足 。 

任 取 有 限 子 集 CZ， 多 中 至 多 只 含有 限 多 个 常量 
{a，…，an)jC4. 令 B={ao，…，a,}， 则 以 B 为 论 域 的 子 模型 
贸 = (8，R) 是 一 个 上 色 图 , 即 可 以 把 B 划分 为 Bl，…，B4 个 互 
不 相交 的 子 集 ，B; 中 任意 两 个 元 素 都 不 满足 关系 R， 用 子 集 B， 
“…，B, 解释 P,，…，P,， 把 多 膨胀 到 5 的 模型 B= (B, RR， 
Bi，…，B， ai…a,). SY' 中 其 余 新 常量 可 以 任意 解释 ,不 难看 出 
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BFED. 

由 紧 致 性 定理 有 模型 ， 设 为 字 . 

Y= (C, R, Pl, Pi, ca)oey: 由 WEFT, GET' 知 儿 是 
一 个 上 色 图 ,。 令 4o== {c: a€ Ah}, 则 AoCC, 由 4。 构成 名 的 子 
模型 在 乡 上 的 归 约 2 二 《ho,R) 也 是 上 色 图 。 令 f: 2 一 2U， 
对 任意 aE4，f(a)=c， 如 果 a，pgE4，a 天 85， 则 a 闫 bE 3， 
多 Fa 天 5， 即 c。 了 Cc， 因此 f 是 4 到 4。 的 一 一 对 应 对 任意 
a， bE A， 如 RCa, 5) 成 立 , 则 Ra,b)EZ，GFRCa，0)， 因 此 
Rs 0)， 如果 Rla, 5) 不 成 立 ， 则 一 R(a,b)E5， 
多 上 一 Rl(a,， 5), 有 一 R(c。，cs), 这 样 了 是 和 到 人 的 同 构 对 应 。 
于 是 UW， 2 也 是 上 色 图 。 上 


练习 


4.2.1 若 Ti,T, 是 纪 的 两 个 理论 , TiUT, 无 模型 , 则 存在 
句子 pr， 使 TYy 且 了 : 乒 一 9 

4.2.2 若 久 是 Ti 的 模型 当 且 仅 当 2 不 是 T, 的 模型 ， 则 
Ti ，7* 都 可 有 限 公 理化 。 

4.2.3 8$3.3 例 5 中 一 个 群 如 果 有 任意 大 有 限 阶 元 素 ， 则 
必 有 一 个 有 无 限 阶 元 的 群 与 它 初等 等 价 。 

4,.2.4 无 扭 Abel 群 不 能 有 限 公 理化 。 

4.2.5 5 的 每 个 无 限 模型 zi 都 有 势 为 ‖ se | 的 模型 多 ， 
使 &b== 多 ， 且 多 中 的 元 素 不 全 是 4 的 常量 符号 的 解释 。 

4. 2.6 证 明 完全 数论 的 非 标准 模型 2 与 标准 模型 ai 初等 
等 价 即 = 多, 且 141= 181=w 这 是 同 势 的 两 个 无 限 模型 初等 
等 价 而 又 不 同 构 的 一 个 例子 。 


89 


§4.3 L 一 S 一 定理 


L5wenheim 早 在 1915 年 就 证 明 一 阶 语言 的 一 个 句子 如 果 有 
无 限 模型 则 必 有 可 数 无 限 模型 , 这 是 模型 论 最 早 的 定理 。1920 年 ， 
skolem 把 它 推广 到 一 个 可 数 句子 集 。 因此， 常 称 这 个 定理 为 : L- 
S 定理 。 后 来 Tarski 把 定理 的 形式 加 强 到 初等 子 模型 ， 成 为 强 升 
降 L 一 S 一 T 定理 。 

定理 4.3.1 ( 降 L 一 S$ 一 T 定理 ) 语言 乡 的 句子 集 7 如 果 
有 模型 ， 则 T 有 势 小 于 等 于 | 红 || 的 模型 。 

这 就 是 上 节 推 论 4. 1. 5， 如 果 句 子 集 T 可 数 , 即 T 中 只 有 可 
数 多 个 句子 , 则 了 中 出 现 的 经 的 非 逻辑 符号 至 多 可 数 多 个 , 因此 
存在 可 数 语言 纪 C2, 了 是 的 句子 集 。 由 上 述 定 理 ， 如 果 亿 
有 无 限 模型 ， 则 T 有 势 为 上 | 经 =w 的 模型 , 即 可 数 模型 下面 
的 升 L 一 S 一 T 定理 就 是 上 节 定 理 4. 2. 5. 

定理 4.3.2 ( 升 L 一 S 一 T 定理 ) 若 句子 集 了 7 有 无 限 模型 ， 
则 对 任意 一 个 基数 a 二 上 和 上，T 有 势 为 a 的 模型 。 

设 人 是 语言 乡 的 模型 ,Ss 是 红 的 膨胀 语言 ,人 4 二 作 UA， 
即 乡 中 增加 化 的 论 域 为 其 新 常量 集 .2 是 2 在 人 4 上 的 膨胀 
模型 ， 新 常量 由 论 域 中 元 素 本 身 作 解 释 ， 定 义 

Axw={9: 9 是 4 的 原子 句子 ,或 原子 句子 的 否定 ，QLs 上 钞 

Ta 一 ThBls= (9: 9 是 24 的 句子 ，2Ua 上 99) 
称 Ax 是 模型 2 的 图 象 ， 称 T。 是 模型 和 的 初等 图 象 ， 易 见 
4xvCTa. 

命题 4.3.3 (i) U 它 多 当 且 仅 当 存在 模型 多 的 2 膨胀 
名 ,使 BF 上 EAw. 

(ii) 红妆 马 当 且 仅 当 存在 马 的 纹 膨胀 加 ,使 BF 上 ET 

证 明 (iD (=>) ”假设 2 它 多 , 即 有 f: 4->B, /是 4 到 B 
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内 的 一 一 映射 , 上 是 多 到 写 内 的 同 构 嵌入 。 令 
多 =( 久 ，fa)sea, 即 对 纹 4 中 新 常量 a€ 4h, 以 多 中 元 素 fa 作 解 
释 , 使 多 膨胀 到 524 的 模型 2  。 我 们 证 明 多 片 Ar 

设 p (a1,，…，, a,) 是 524 的 原子 句 , 或 原子 句 的 否定 式 ,8 中 
出 现 的 新 常量 全 在 au，…，a, 之 中 。 如果 9 (al，…，a,) E4a， 


即 BAFFp (ci…a)， 因 此 AbFPg [a,…, ao, 由 f: U 它 B, 有 
留 瞩 q[f (a0),… ,f(as)j. 这 样 开 片 p(a…a) ,于 是 有 安 片 Aw. 

(< 二) 设 急 在 经 ,中 有 膨胀 模型 多， 名 睹 Ax. 
记 鹃 = ( 贸 , 6b,)ser， 即 以 6b, 记 新 常量 a€ 4 在 B 中 的 解释 。 令 
f: A 一 B 是 A 到 B 内 的 一 个 对 应 , 对 每 个 a€ 4, f(a) =b。. 设 
a，aE4，w 天 ax， 则 la 天 ca:， 于 是 a1 关 4s€ Aw， 名片 a 
天 ao; 便 有 b, 了 bs,， 即 (a1) 关 f(as). 因此 , f 是 4 到 B 内 的 一 一 
映射 。 

令 B= {6,: a€ 4}, 则 BoCB, 我 们 证 明 Bo 对 红 的 函数 封 
闭 , 设 Fj, jE€EJ, 是 乡 的 m 元 函数 符号 , a,*…, an€A, bs,*， 
b.€ Bo。， 在 模型 al 中 ， 存 在 a€ 4， 使 Fj(a1,…,a,) 二 a， 因 此 
人 Ui 上 Fj《lar*…*a,) 三 a， 这样 F(a1，*…a,) 寺 a € Aw. 
儿 瞩 Fj(a1，… san) 三 Qa, 这 就 是 说 B 中 (bs ，…,b,) 二 bE Bo. 同 
样 可 以 证 明 乡 中 常量 在 多 中 的 解释 都 在 Be 中 。 

现在 ， 以 B。 作 论 域 可 以 得 到 多 的 子 模型 多 ,性 多 设 
Yzi…zn) 是 红 的 原子 公式 或 原子 公式 的 否定 , 对 任意 a1，…, a， 
Eh4, ylai，…，a,) 是 经 4 中 原子 公式 或 原子 公式 的 和 否定， 如果 
UFqariaJ, 则 Ya ，…，a) EAw. 有 环 片 avas). 于 
是 多 F 睹 9 [LA ，… 5], 则 名 og [f (a)，…，f (a,)]， 这 样 
f: UM 一 儿 ， 是 同 构 对 应 。 此 即 U 它 儿 . 

(ii (=>) 设 人 UW 丸 多, 即 有 f: UU 一 加 是 初等 赚 入 对 应 
对 每 个 a€ 4A， 令 f(a) EB 作 新 常量 a 的 解释 ， 得 到 
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名 =( 儿 ,f(a))sen， 对 经 的 任意 句子 p (al，…，a) 其 中 经 4 
的 新 常量 全 在 dl, ***», a» 中 ， 如 果 9? (al，…，a) ET 即 
hat…as) ; 则 Uta La ;4:j], 有 加 三 Lf a1) Ba ,fan)]. 
这 样 守 睛 at，…，a)， 因 此 ， 表 上 FT 

(s) 假设 县 有 双 4 膨胀 请 Pa 设 儿 = (好 ,bs)sea 
令 Bo= {64: aE4}， 太 :4 一 Bo 对 任意 aE4，J(a) 一 六 由 于 
4zwCTa,， 由 〈i) 知 f: 2U 守 Bo 是 2U 到 多 内 的 同 构 嵌 入 对 应 。 
对 纪 的 任意 公式 8Crzi，…，z)， 任 意 ca，…，aE4， 如 果 
UFg [ca，…，a], 则 ai…a)ETa， 因 此 
BYar，…，a,)， 这 样 B=p [5 ，…， 6b..]， 即 
BKLf(a),… ,f(an)]. 这 样 f: UR 铬 . 1 

这 个 命题 中 的 同 构 谋 入 ， 初 等 伐 入 有 时 可 以 简单 地 看 成 是 子 
模型 和 初等 子 模型 。 只 要 用 元 素 a€ 4 去 替换 B 中 对 应 的 元 素 
f(a)==b。, 即 用 集合 4 置换 B 的 子 集 Bo 就 可 以 把 和 看 成 是 多 
的 子 模型 或 初等 子 模型 。 这 个 作法 正好 体现 了 所 谓 嵌 入 的 意义 。 

利用 模型 的 图 象 或 初等 图 象 构造 扩充 模型 或 初等 扩充 模型 是 
模型 论 的 一 个 重要 方法 ， 称 为 图 象 方法 。 我 们 先 来 介绍 几 个 应 用 
图 象 方法 的 例子 。 

设 了 是 绎 的 一 个 理论 ， 以 Tv 记 了 的 全 称 推论 的 集合 ， 即 
Tv = {PEI: TH9). 

命题 4.3.4 设 T 是 乡 的 一 个 和 谐 理 论 , 2 是 Tv 的 一 个 模 
型 ， 则 可 以 扩充 为 了 的 一 个 模型 ， 即 存在 模型 多 了 QU， 使 
SBHFT， 即 Tv 的 模型 是 7 了 的 模型 的 子 模型 。 

证 明 设 和 FTvy, 令 7=TU4Axv，4x 是 G 的 图 象 。 我 们 
证 明 7 可 满足 。 设 7 不 可 满足 ， 则 存在 有 限 子 集 {9 (ci…a)， 
9 (aa))》 CAzxe， 使 TU{m，…，9} 不 和 和谐， 其 中 mi， 
…, a, 是 A 中 元 素 , 则 了 THF 一 (9 《a1…*a,) 人 … 人 pba1…a,)), 由 
于 a，…，a; 不 在 T 中 出 现 ， 由 命题 2.2.2 有 
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了 上 VYziz 一 (@ (z 和 ze) A Np (zezo)) 
又 由 于 中 ，…， 9 都 是 A 中 句子 ， 因 此 都 无 量词 ， 这 样 ， 
Vzi…z 一 (zzo) 人 … 人 gzzo)) 是 一 个 全 称 句 , 即 开 ; 名 
子 ， 因 此 是 Tv 中 一 个 句子 。 由 FTv 有 
plFYzr 和 ze (也 (RA… 人 nr))， 对 于 a1，…，a,€ 4 当然 有 

UF 一 (9 (ar…*a,) 人 … 人 (a1*…a,))， 这样 至 少 有 一 个 i 
1<i<m, 使 UF 一 gba…*a,). 但 gEALhw, 必 有 人 UF 奢 (a1**…*a,). 
这 就 得 到 矛盾 。 因 此 7 是 可 满足 的 。 

设 多 是 人 4 的 模型 BT'. 设 多 的 红 归 约 为 多 ， 则 
FT ,又 急 上 4Av， 由 命题 4.3.3 有 ES 1. 

这 是 利用 的 图 象 构造 2 的 扩充 模型 的 例子 。 我们 再 来 看 
利用 初等 图 象 构造 初等 扩充 模型 的 例子 。 

定理 4.3.5( 强 升 L 一 S 一 T 定理 ) 设 久 是 和 的 一 个 无 限 
模型 , 则 2 有 任意 大 的 初等 扩充 模型 。 这 里 任意 大 是 指 比 | 22 | 
大 的 任意 一 个 基数 。 

证 明 令 Ps 是 4 的 初等 图 象 , 由 升 L 一 S 一 T 定理，Pa4 有 
任意 大 模型 29', 和 寡 在 红 中 的 归 约 多 是 2 的 初等 扩充 模型 。 | 

设 句 子 集 T 有 无 限 模型 ,人 2 的 任意 大 初等 扩充 模型 多 仍 
是 了 的 模型 。 因 此 上 述 定理 4. 3. 5 被 称 为 强 升 L 一 S 一 T 定理 。 

命题 4.3.6 设 多 是 么 的 非 空 初等 等 价 的 模型 类 ， 即 对 任 
意 li，2lsE 宛 ， 有 人 = ， 则 存在 经 的 模型 写 ， 使 对 每 个 
UEF,， 有 UR 儿 . 

证 明 对 每 个 UE 多 , 令 TT 是 人 2 的 初等 图 象 ， 令 
= NY, 不 妨 设 5 中 新 常量 都 互 不 相同 。 令 T= UY,T. 我 
们 证 明了 是 弓 ' 的 和 谐 句 子 集 。 

任 取 (9 ，…，% CT， 不 妨 设 gETs,， EZ， 
9 二 8 lai"…ai,)， 即 8 中 新 常量 为 a ，…ai.€ A;. 这 样 ， 对 每 个 
1<i<n, 有 人 gLai…ai.j], 因 此 QU 上 F370 Cz) 
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由 多 是 初等 类 ， 2; 二 QU,， 这 样 对 每 个 i, i 二 1,，…，n. 
UFIz RT). 因此 9， “Ah 可 以 在 li 的 膨胀 模型 
中 成 立 。 由 紧 致 性 定理 T 和 谐 , 从 而 有 模型 多 , 设 名 在 红 中 的 
归 约 为 多 ， 则 对 任意 UE 多 ， 瑟 上 FA， 由 命题 4.3.3 (ii) 
av 有 下 

引 理 4.3.7 设 人 UU、 多 是 红 的 模型 ,UK< 镶 当 上 且 仅 当 
UC 多 ,上 且 对 综 的 任意 公式 3z9(z, Xx，…,x,)， 任 意 
a，…，awE4, 如 果 :BF3zyg [a1，…，a,]， 则 存在 a€ A， 使 
HB-9 [a, qr, *, a,]. 

证 明 (=>) 设 U< 多 . 则 由 定义 有 人 UC 多 . 对 任意 公式 
3zx9 (z，xzi…zw)， 任 意 wa，…，aE4， 如 果 BF3zp [a**a,j， 
则 和 FF3zyp [ay…a,]， 因 此 存在 a€ A， 2p [a，a…a]， 再 
由 人 < 多 又 有 SF9 [ae，a，…a. 

(二 ) 对 图 的 公式 的 复杂 性 归纳 证 明 对 任意 公式 
YX yzo) ,任意 a1，…，a,€E4 有 

(1) FF [oa，…，a] 当 且 仅 当 且 Fp [oa ，…，a]. 

由 C 罗 ， 易 见 对 原子 公式 〈1) 成 立 。 对 p= 一 Jy， 9 二 办 人 yi 都 
不 难看 出 (1) 成 立 。 设 呈 了 zy(zyzi 和 wz) 如 果 GlF9La an]， 
即 FF3zy[a ,ya]， 存 在 aE4，Z《FY[a,a ,oa], 由 归纳 
假设 多 瞩 y[a ,a ,… ,a,]， 则 多 睹 3zy[ay…a,j, 反 过 来 ， 设 
多 王 p[a,…,a,]， 即 多 碑 3zxy[a1,…,aj, 由 题 设 存 在 a€ 4， 
BF yla, Qiy， » an, 再 由 归纳 假设 和 全 多 La， QI ”9 a], 因 
此 和 FF3zy[a…a], 即 BFY[fa，…，a], 这 样 (1) 对 任意 公式 
9 成 立 。 上 

现在 我 们 给 出 强 降 1 一 S 一 T 定理 。 

定理 4.3.8 〈( 强 降 L- 一 S 一 T 定理 ) ” 设 私 是 纪 的 无 限 模 
型 , XCA4 是 4 的 任意 子 集 , 则 对 任意 基数 8， 如 
1 乡 | <B<141,1X1<B， 人 必 有 势 为 8 的 初等 子 模型 用 ， 使 
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aa 

证 明 不 妨 设 |X1 一 8， 我 们 构造 4 的 子 集 的 一 个 递增 序列 

以 一 XoCXICCX CC, nw. 

对 任意 wx<w，X.C4，|X.| 王 8B,， 且 对 任意 aa ，…，anEX， 
9 (zx, TI19 9 Im) ESG， 如 果 FF3zy [a,， 人 an]， 则 存在 
EX 使 UpFFy [5，a，…，am]. 

只 要 令 Xi 是 X, 中 增加 所 有 如 上 所 述 的 上 即 可 。 由 于 
1 罗 上 和 8. 因此 X,+ 中 增加 的 2 不 超过 8 个 ,这样 1zs+l| 一 
|z1Up8=A. 

令 B 二 UX,, 则 XCBCA, 1B|=B. 对 经 的 任意 函数 符号 
,jEJ, 设 是 m 元 函数 符号 , 任 取 a1,…, an€B， 有 n<w， 
使 mw，…，anEX,， 由 于 
FF3z(RCz…yzo) 三 z)[La，…，a]， 存 在 5EX.， 即 2E 
B, 使 人 上 矿 Fj(zi zm) 三 x[a1，*…，amn，6j]， 即 在 中 Fj(a 
“an) 三 b. 因此 B 对 人 2 的 函数 封闭 , 同 理 可 证 B 包 含 乡 中 常量 
符号 在 和 中 的 解释 。 这样 以 B 为 论 域 可 以 构成 和 的 子 模型 儿 . 

对 弓 的 任意 形 如 3zp(z，z，…，zn) 的 公式 ,任意 a，…， 
an€B, 有 m<w, 使 a1，…，a,€EX。， 如 果 人 上 矿 I3xqla…a,j， 则 
存在 a€ Xmt1, 即 a€B, 使 QF 灰 qla, a,…,asj. 由 引 理 4.3.7， 
B<U. 1 

至 此 ， 我 们 已 经 得 到 了 强 弱 两 种 形式 的 升降 L 一 S 一 T 定理 。 
由 强 升 L 一 S 一 T 定理 ， 我 们 看 到 任意 一 个 无 限 模型 ZW， 有 势 比 
2 的 基数 更 大 的 初等 扩充 模型 多. 而 由 人 UK 多, 有 人 U 二 儿 ; 又 
由 人 ,多 不 同 势 知人 2 多 不同 构 。 这样 ,我 们 看 到 初等 等 价 而 
不 同 构 的 模型 的 例子 。 实 际 上 完全 数论 的 可 数 非 标准 型 多 与 标准 
模型 是 两 个 无 限 模型 ， 有 相同 的 势 ， 初 等 等 价 ， 但 并 不 同 构 的 例 
子 。 不 过 ， 这 种 情况 对 有 限 模型 并 不 成 立 。 

设 2 (z) 是 乡 中 只 含 一 个 自由 变 元 z 的 公式 的 集合 。 称 公 
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式 集 3Cz) 在 模型 2 中 可 满足 ， 如果 存在 元 素 a€ 4A, 对 ZCz) 中 
任意 公式 Kz), 都 有 全 Hia]. 这 时 我 们 也 称 x) 在 和 中 被 
元 素 a 满足 , 记 为 U3[a]. 称 2(z) 在 中 有 限 可 满足 ， 如 
果 3(Cz) 的 每 个 有 限 子 集 都 在 2 中 可 满足 。 

一 个 公式 集 (zx) 在 模型 ar 中 有 限 可 满足 ，3(z) 不 一 定 在 
G 中 可 满足 。 例如 丝 = {三 }, 2U= (N， 委 )， 其 中 N 是 自然 
数 集 , 三 是 NN 上 普通 的 小 于 等 于 关系 。 令 到 = 到 UN,av 是 Bl 
在 5 上 的 膨胀 模型 , 令 3(z)= {nz: m 委 wo}， 则 3(z) 是 纪 ' 的 
公式 集 。 2(z) 的 任意 有 限 子 集中 最 多 只 含有 限 多 个 自然 数 。 只 要 
取 mEN,，m 大 于 其 中 最 大 的 一 个 数 ， 这 个 有 限 子 集 在 Zw 中 就 

` 被 m 满足 。 因此 (zx) 在 Uw 中 有 限 可 满足 。 不 难看 出 , 3(zx) 在 
vv 中 是 不 可 满足 的 。 

命题 4.3.9 设 纺 的 公式 集 3(z) 在 2 中 有 限 可 满足 , 则 存 
在 和 的 初等 扩充 模型 号 ，Z(z) 在 多 中 可 满足 。 

证 明 设 有 是 Go 的 初等 图 象 . 令 经 ==54U {c} ,其 中 < 是 
不 在 经 4 中 出 现 的 新 常量 . 令 王 (c) = {9 (c): PCz) E23 (z))， 
其 中 yp (c) 是 pg (z/e) 的 简写 ， 即 用 常量 c 代 换 ” (z) 中 所 有 自 
由 出 现 的 zx 所 得 的 句子 . 令 T=TaUE (c). 由 5 (zx) 在 人 中 有 
限 可 满足 知 T 有 限 和 谐 . 由 紧 致 性 定理 , T 有 模型 2, 2 在 红 
中 的 归 约 为 多 , 则 由 2 上 斤 T4， 有 人 < 名, 由 多 片 3 (c), 知 存 
在 bE€%, BF-53[0]. .1 

如 果 上 述 命 题 中 的 模型 % 是 有 限 模 型 则 有 限 可 满足 和 可 
满足 便 没 有 区 别 了 。 

命题 4.3.10 设 2 有 限 , 红 的 公式 集 2(z) 在 中 有 限 可 
满足 ， 则 (x) 在 人 2 中 可 满足 。 

证 明 设 和 的 论 域 A= (al，…, a,}, 如 果 ZCz) 在 中 
不 可 满足 , 即 ci, …， a, 都 不 满足 2(z)，, 这 样 对 每 个 a;, 1<i<n， 
都 有 (zx)EZ(z), 使 QU 一 8[aij. 这 时 {9(z),，…，9q(z)}) 是 
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3(z) 的 一 个 有 限 子 集 ， 而 它 不 能 被 2 满足 ,与 题 设 矛盾 。 上 
现在 我 们 可 以 证 明 两 个 有 限 模型 如 果 初 等 等 价 则 必 是 同 构 模 
型 。 

定理 4.3.11 设 入 ， 瑟 有 限 ， 久 三 瑟 ， 则 入伍 马 . 

证 明 设 人 2 的 论 域 为 4= {a，…，a}，4 中 有 个 元 素 ， 
则 多 上 3z…z, (zi 闫 zi 人 … 人 zz 闫 zs 人 … 人 zs-1 关 zx,) 即 2 中 至 
少 有 ?个 元 素 。 由 2 二 多 , 知 多 满足 同样 的 句子 , 因此 多 中 至 
少 也 有 个 元 素 。 又 和 FF3z…z Vy (y 圭 TI1V"…* Vy 三 z,), 即 人 QU 
中 至 多 只 有 个 元 素 ， 同 样 多 中 也 至 多 有 =” 个 元 素 。 合 此 两 者 ， 
人 U， 贸 有 一 样 多 的 元 素 。 可 以 令 B= {bi，…,b,). 

令 铬 = 和 U {a ，c) 1，*…， cr 是 不 在 红 中 出 现 的 新 
常量 。 令 c，…，c, 在 人 中 的 解释 分 别 是 wa ，…，a,， 把 和 脱 
胀 到 2’' = (和 久 ，a ，…，as). 下面 证 明 存 在 多 的 一 个 重 排 b'，， 
… 6 以 之 分 别 解 释 c，…，c* 所 得 多 的 膨胀 模型 
B=(B, bi 60) 有 (WU, a 4)Bb', *, b,), 

令 3(7) 二 {yz): FF [a])， 设 
{9(z),…,(z)}CZ(z)， 是 任 一 有 限 子 集 , 则 Up 人 … 人 9p 
[a.j, 有 人 U3zx(9 人 … Ap), 由 人 2U= 多 ,有 BE3z 9 A… Ag). 
因此 2(zx) 在 多 中 有 限 可 满足 . 由 于 多 有 限 , 由 命题 4.3.10. 多 
中 存在 一 个 元 素 , 设 为 6'1, 满足 3Cz). 不 难看 出 在 作 U {c) 中 ， 
(QUa1) 三 ( 狠 , 6b"1), 同 理 存在 8,€E 多 ,使 (WU，, ay a,) 圭 (B,b'， 
6',)， 重 复 n 次 后 可 得 如 ，… ,6b',， 使 (2, a1，…, a,) 三 ( 儿 ， 
Bis fy 

令 f:4 一 B, f(ai)=b';. 对 绒 的 任意 公式 Kziy，…，x,), 如 
果 AF9 [a1，…，a,j， 则 

(Zr，a，…，a) 片 p9 (a1，…，c,)， 因 而 有 

(BB, bb,) FY C0, 0). BFE [61 0]. 
因此 ff 是 人 到 多 的 一 一 映射 , 而 且 保 持 所 有 的 关系 ， 函数 和 常 
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量 , 即 f 是 UYU 到 多 上 的 同 构 映 射 。 1 

最 后 ， 我 们 以 一 个 更 强 形式 L 一 S 一 T 定理 结束 本 节 . 

设 3Cz) 是 经 的 公式 集 ， 称 模型 2 省 略 ZCz)， 即 对 任意 
aE4, 有 Xz)EZ(Cz)， 使 全 一 p [a]. 2U 省 略 3Cz) 也 就 是 说 
lx) 在 和 中 不 可 满足 。 

定理 4.3.12 设 3(z) 是 纪 的 公式 集 ，2 的 句子 集 了 有 一 
个 无 限 模型 2 省 略 3(z)， 设 14|=w， 则 对 任意 基数 8，| 罗 1 
全 BS<a,，T 有 势 8 的 模型 省 略 2(x). 

我 们 把 这 个 定理 的 证 明 留 给 读者 。 


练习 


4.3.1 设 私 是 和 的 模型 ,| 史上 委 14|， 则 和 有 同 势 的 
真 初等 扩充 模型 。 

4.3.2 令 人 UC 多, 都 是 红 的 模型 ， 设 对 任意 w ，…，oa,E 
A 和 4wEB, 存在 多 的 自 同 构 , 使 we，…，a, 不 变 , 而 上 对 应 到 4 
中 元 素 ， 则 UY< 多 。 

4.3.3 设 乡 = {二}, (Q, 二), (R, 过 ) 是 纪 的 两 个 模型 ， 
其 中 QQ 是 有 理 数 域 ,，R 是 实数 域 ,三 是 普通 小 于 等 于 ,证 明 
(Q, <) < (R, <). 

4.3.4 设 人 UYU, 贸 是 这 的 模型 . 如 果 色 华氏 ,证 明 久 冯 驹 
当 且 仅 当 在 红 4 中 《多 ，fa)sen 厂 Ts 当 生 仅 当 丝 4 中 
(WU, a)ses= (B, fa)sen. 

4. 3. 5 证 明定 理 4. 3. 12。 
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第 五 章 ”初等 等 价 模型 的 代数 特征 


设 多 ,， 急 是 一 阶 语言 纪 的 两 个 模型 。 我 们 假定 ， 如 果 人 2， 
多 满足 乡 中 相同 的 句子 ,就 称 2U， 名 为 初等 等 价 模型 ， 记 作 
2U 二 久 , 但 是, 用 这 个 定义 来 判定 两 个 模型 初等 等 价 却 并 不 容易 。 
这 一 章 ， 我 们 先 介绍 初等 等 价 模型 的 纯 代 数 特征 ， 再 用 这 个 特征 
给 出 判定 模型 初等 等 价 的 一 种 方法 ， 这 是 模型 论 中 一 个 有 趣 而 有 
用 的 方法 。 

§ 5.1 部 分 同 构 

设 UH, 多 是 一 阶 语言 和 的 两 个 模型 , p 是 到 多 内 的 一 
个 映射 (部 分 映射 )，p 的 定义 域 记 为 dom(p)，p 的 值 域 记 为 
rg(p), 则 dom(p) 忆 4,rg(p) 三 B. 如 果 p 是 单 射 且 满足 下 列 条 件 
就 称 p 是 模型 2 到 名 的 一 个 部 分 同 构 : 

(1) 对 纪 中 任 一 关系 符号 Ri, i€E1T, 设 R; 是 nn 元 关系 符号 ， 
则 对 任意 元 组 4，…，a,Edom(p),RY(al…a,) 成 立 当 且 仅 当 
R>(p(a1),…,p(la,)) 成 立 。 

(2) 对 乡 中 任 一 函数 符号 Fj, jE€J, 设 Fi; 是 m 元 函数 符号 ， 
则 对 任意 cu，…，an，aEdom (p)，F? (ai*…am) 二 a 当 且 仅 当 
FF (pla), ,plan))= pla). 

(3) 对 乡 中 任 一 常量 符号 ct，kEK， 对 任意 aE€dom(p). 

必 =a 当 且 仅 当 =p(a) 

部 分 同 构 是 一 个 局 部 化 的 概念 , 它 只 涉及 模型 和 , 多 中 的 一 
部 分 ， 即 dom(p) 与 rg(p) 这 一 部 分 ， 与 其 他 元 素 无 关 。 

例 1 设 纹 ,多 是 红 的 任意 两 个 模型 ,p 是 UY 到 多 的 一 个 
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空 映射 , 即 dom(p) ,rg(p) 都 是 空 集 , 则 p 是 2 到 急 的 一 个 部 分 
同 构 。 

例 2 设 乡 = {十 , 0),R,Z 分 别 是 实数 集 和 整数 集 (R, 十 ， 
0》，(Z,， 十 ，0) 都 是 乡 的 模型 , 其 中 十 , 0 是 普通 加 法 和 零 ， 设 
pp 是 R 到 2 的 一 个 部 分 映射 ,dom (p)=={2,3},p(2)=2， 
p(3)==6, 则 pp 是 RR 到 ZZ 的 一 个 部 分 同 构 。 

设 g 也 是 RR 到 Z 的 一 个 部 分 映射 ,dom(g)=={2,3},g(2)=1， 
q(3)=2, 则 g 不 是 RR 到 ZZ 的 部 分 同 构 。 这 是 因为 在 尺 中 2 十 2 天 
3， 但 Z 中 有 4g(2) 十 q(2)=q(3). 

命题 5.1.1 设 乡 中 只 有 关系 符号 , 设 2U, 多 是 红 的 模型 ， 
a anE€A, bh，…， bEB. 设 p 是 2U 到 名 的 部 分 映射 ， 
dom(p)={a1, a}, rg (p) = {bh, ,6b,}. 且 pla,)=b;, 
i 二 1,… yn. 则 pp 是 2 到 络 的 部 分 同 构 当 且 仅 当 对 这 的 任意 原 
子 公式 Jz1，…，z,) 有 

(x#) BYCai wa] 兮 有 FPCO pb. 

证 明 假设 对 纪 的 任意 原子 公式 PCzi…z,) 有 (x ) 式 成 立 。 
我 们 先 证 明 p 是 单 射 : 设 6.=b;, 令 zi…zn) =zi 三 zj 是 这 的 
原子 公式 ， 且 有 98CO pb ， 由 (x%) 有 glae1…aw], 即 Qi 二 
aj。 再 证 明 p 保持 关系 , 设 R; 是 纪 中 元 关系 符号 ，a，…a;,E 
(avan), 令 GPaTzo) 一 Ri )，1<1，…，ism. 设 
RY (a ，…ai ) 成 立 则 FE9Kai…a， 由 (*) 有 B=qCb1…b,]， 

“ 即 Rb ) 成 立 , 反之 亦 真 。 由 经 中 没有 函数 和 常量 符号 , 知 
旋 已 经 是 到 多 的 部 分 同 构 。 

对 另 一 个 方向 , 设 之 是 2 到 急 的 部 分 同 构 , 则 由 弓 中 没有 
函数 和 常量 符号 容易 看 出 p 保持 乡 的 原子 公式 ， 即 〈* ) 成 立 。 
因为 这 时 经 的 原子 公式 也 只 有 zi 二 zj; 和 R， (zi…z)〉 两 种 。1 

要 注意 如 果 乡 中 有 函数 , 常量 符号 , 即便 记 是 部 分 同 构 也 不 
见得 保持 原子 公式 。 例 2 中 的 p 就 是 (R, 十 ,，0) 到 (Z， 十 ， 
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0) 的 部 分 同 构 ， 令 P (zi，zz) =zi 十 (zi 十 Xz1) 三 zz 

则 尺 中 yw[52，3] 不 成 立 , 而 Z 中 却 有 9 Cp(2),p(3)] 成 立 。 

还 要 注意 即使 乡 中 没有 函数 和 常量 符号 ,部 分 同 构 也 不 能 保 
持 有 量词 的 公式 ， 见 练习 4. 1. 1. 

现在 我 们 给 出 两 个 模型 %， 急 为 部 分 同 构 和 有 限 同 构 的 概 
念 ， 并 考察 他 们 之 间 的 联系 。 

设 U, 多 是 一 阶 语言 乡 的 两 个 模型 , 称 al, 多 是 部 分 同 构 
模型 , 记 作 信 衬 , 多 。 如 果 存 在 2 到 多 的 部 分 同 构 集 P,P 不 空 ， 
且 满 足下 列 条 件 : 

(1) 对 任意 pEP,a€ 4, 存 在 9€EP, 使 gp 且 a€dom(gq); 

(2) 对 任意 PEP,bEB, 存 在 gE 了 ,使 4p, 且 bErg(q). 

设 和 , 多 部 分 同 构 , P 是 满足 定义 的 非 空 部 分 同 构 集 , 则 常 
写作 已 ,和 储 , 马 . 

设 和 , 多 是 一 阶 语言 纪 的 两 个 模型 ， 称 UU， 多 有限 同 构 ， 
记 作 信守 /名 ,如 果 存 在 部 分 同 构 集 作 成 的 一 个 序列 P,,n<w, 对 
每 个 n<w，P, 不 空 ， 且 满足 : 

(4) 对 任意 pPEPn,a€ 4, 存 在 g€ P,, 使 q 刁 p, 且 
a€ dom(g). 

必 ) 对 任意 PEPr, bEB, 存在 gE€P,, 使 sp, 上 且 
bE€Erg (9). 

设 人 UU， 多 有 限 同 构 ，P.，n<w 是 满足 定义 的 部 分 同 构 集 序 
列 ， 则 常 写 作 (P,).<。: 2 洋 1 儿 . 

命题 5.1.2 

(i) 设 UB, 则 U 之 ,2B; 

(ii) 设 U 守 ,2, 则 UE 守 /B， 

(iii) 设 人 衬 / 多 ， 人 2U 是 有 限 模型 ， 则 和 储 马 ; 

(iv) 设 人 U 衬 ,多 ，U， 多 是 可 数 模型 ， 则 U 实 名. 

证 明 (i) 设 f 是 到 多 的 同 构 映 射 , f; 2U 守 B, 令 
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P 二 {了 /}) ,容易 看 出 有 P: 2 法, 儿 . 

(ii) 设 P: 2U 汪 ,多 , 令 P,=P，n<w， 则 显然 有 
(Pi),<o: UH 

(iii) 设 (P,),<。: UE 汪 / 久 . 由 人 有 限 ,不 妨 设 A= {a1,…， 
am), 任 取 pEP。i1， 由 (a) 存在 q1.€EP。, 使 a,Edom(gq,), 反复 
应 用 (a),， 可 以 得 到 gE€Pi, 使 a1，…，anE€ dom (gq)， 即 得 
dom(g) 二 4.g 是 人 到 名 的 部 分 同 构 。 要 证 g 是 到 多 的 同 
构 ， 只 要 证 明 rg (q〉=B 即 可 。 

反 证 , 设 rg (9) 关 B. 则 存在 4EB 一 rg (gq). 这 样 由 有 限 同 
构 定 义 中 的 《5)， 存 在 gq' EP。, 使 HErg (gq'), gq'q. 但 已 有 
dom (9) 一 4， 因 此 9 不 可 能 有 这 样 的 扩充 gq' 存 在 。 这 就 得 到 
rg (q) =B. 因 此 有 9g: 和 会 马 . 

(iv) 设 P: 人 U 实 bp 多 ， 由 人 UYU， 儿 可 数 ， 不 妨 设 
A={ao, a aas， }， B= 二 {bo, bb:，…}， 任意 pPEP，, 反复 交 
叉 使 用 部 分 同 构 定义 中 的 (1〉》 和 “(2〉 可 以 得 到 2 到 多 的 部 分 
同 构 的 一 个 递增 序列 : 

P=p CpCpC 
使 a,.€Edom(p1),， al€dom(p3),… 

boErg(p2), bErg(ps), 
令 p= 二 Up 容易 看 出 p 仍 是 到 多 的 部 分 同 构 且 
dom(p)= 二 4A,rg(p) = 二 8B， 因此 p 是 UY 到 多 的 同 构 。 1 

例 3 设 红 = {过 }, 人 UY, 多 是 83， 3 中 第 4 例 所 述 无 端点 
稠密 线性 序 模型 ， 则 ZU 衬 pB. 

证 明 任 取 a …, a,€ 4, bb,，*…,b,€B， 如 果 这 两 组 元 素 
有 完全 相间 的 序 关系 , 即 对 任意 1<&i, jn, a:=aj 当 且 仅 当 64= 
bj， qa 当 且 仅 当 已 一 乌 , 则 可 以 定义 2 到 多 的 部 分 同 构 p, 使 
dom(p)= {a an} ,rg(p)= {bb,)}, plai)=bi,i=1,* ,Nn, 

令 P= {p:p 是 人 到 多 的 部 分 同 构 , dom(p) 有 限 } 则 P: 
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和 储 / 吧 ， 即 和， 急 部 分 同 构 。 

首先 例 4 中 我 们 已 经 看 到 存在 和 到 多 的 部 分 同 构 p,， 因 此 
P 不 是 空 集 。 (事实 上 空 映射 也 是 2 到 多 的 部 分 同 构 ) ,其 次 , 设 
PEP, dom(p)={ar, **, ar}, rg(p)= (bb,)}, 则 al, ……， 
oa 与 by，…，b, 有 完全 相同 的 序 关 系 。 对 任意 的 aE4,， 由 多 是 
无 端点 稠密 线性 序 可 知 B 中 一 定 有 元 素 5, 使 a，…, ay 4 与 b， 
…，b,，b 有 完全 相同 的 序 关系 。 这样 令 g==pUt{(a, 5)}, 即 g 把 
Qi 映 到 bi 二 1，…，n， 把 a 映 到 4， 则 g 也 是 人 到 狠 的 部 分 
同 构 ， 因 此 g€ P， 这 就 证 明了 (1) 成 立 ， 对 于 〈2) 的 证 明 也 是 
一 样 ， 只 要 用 到 和 是 无 端点 稠密 线性 序 ， 这 样 就 证 明了 
P: 全 号， 1 

如 果 2U， 罗 都 是 可 数 无 端点 稠密 线性 序 ， 则 由 命题 5. 1. 2 
(iv) 知 2 实名， 这 就 是 定理 3. 3. 1 的 又 一 个 证 明 。 


练习 


5.1.1 设 双 = { 声 }, (R, <)，(Z,， <<) 是 红 的 两 个 偏 序 
模型 ,其 中 R 是 实数 集 , Z 是 整数 集 , 令 9 是 尺 到 2 的 一 个 部 分 
映射 ,dom(g)=={2,3},q(2)==3,q(3)=4, 证 明 g 是 (R, <<) 到 
(Z，<<) 的 部 分 同 构 。 

令 KHz,z2) 二 3y(z1 达 y 人 y<x2)， 证明 
(R, <) Eq2, 3], (2Z, <) EgLg (2), gq(3)]. 

5.1.2 设 作 = ,人 U, 久 是 红 的 任意 两 个 无 限 模型 , 设 a， 
“an€EA， by，…，bEB 分 别 是 4，B 的 两 个 元 组 , 令 p 是 
人 2 到 多 的 部 分 映射 ，dom(p) 二 {a ,an) ,rg(p)= {61,*…,b,)， 
证 明 p 是 公 到 多 的 部 分 同 构 ; 证 明 和 人 宕 , 儿 . 

5.1.3 试 给 出 两 个 模型 2, 多, 使 缴 衬 ,多 , 但 UY, 多 不 
同 构 。 有 

5.1.4 试 给 出 两 个 模型 ,多 , 使 经 守 /多 , 但 入 ， 静 不 
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一 


部 分 同 构 。 


§ 5.2 Fraissé 定理 


上 一 节 中 我 们 看 到 两 个 模型 之 间 的 部 分 同 构 映射 保持 原子 公 
式 ， 但 不 保持 有 量词 的 公式 。 本 节 我 们 来 研究 有 量词 的 公式 与 有 
限 同 构 的 关系 。 为 了 分 析 研 究 有 量词 的 公式 的 复杂 性 ， 我 们 归纳 
定义 一 个 公式 量词 的 深度 。 量 词 深度 也 可 以 看 作 一 个 公式 中 量词 
的 最 大 重 数 。 设 ?是 纪 的 一 个 公式 , 记 9? 的 量词 深度 为 qr (9), 归 
纳 定义 如 下 : 

qrlq) 二 0， 如 果 gp 是 原子 公式 ; 

qr(—9)=qr(9); 

qr(pVY)=max{qr(9) ,qr())}; 

qr(3xp) 一 qr(CP) 十 1 

注意 这 里 我 们 把 基本 联结 词 定义 为 一 ，V ， 而 把 A， 一 ， 
都 看 成 是 由 一 ，V 定义 的 ,事实 上 由 于 一 ，V 是 联结 词 的 完全 集 ， 
任意 一 个 公式 都 可 以 化 为 只 含 联结 词 一 ，V 的 等 价 公式 ， 而 公式 
的 量词 深度 并 不 改变 。 公 式 中 的 全 称 量词 看 成 是 由 存在 量词 定义 
的 YVzg 一 一 3z 一 9 不 难看 出 ar(YzH) 一 qr( 凡 十 1， 容 易 看 出 ， 公 
式 9 无 量词 当 且 仅 当 qr( 队 一 0. 

例 1 设 呈 一 3z(Vz R(zz)AP(y) AVYzP(z). 

则 gr(9)=2. 

引 理 5.2.1 设 乡 只 有 关系 符号 , WU, 多 是 一 阶 语言 作 的 
两 个 模型 ， UY， 多 有限 同 构 ，(P,),<。: UM 衬 /B. 设 9 (zi…zn) 
是 缘 的 一 个 公式 , qr(9)<n, 设 U 到 多 的 部 分 同 构 pEP，， 
a，…，anEdom(p)， 则 

(* ) UF [ea，…，ao] 当 且 仅 当 
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BF Gpla),, plan)]. 

证 明 对 9 的 复杂 性 和 量词 深度 归纳 证 明 ( * ) 成 立 。 设 9 是 
原子 公式 , 由 于 p€EP, 是 到 多 的 部 分 同 构 , 由 命题 5.1.1 知 
《#%*) 成 立 。 设 呈 一 %，9 一 办 和 人 内， 由 归纳 假设 C(* ) 对 y, 内， 
几 成 立 容 易 证 明 (* ) 对 gp 成 立 。 

设 rzi,…,zn) 王 3zyCzzi…zn). 这 时 qr(%) 和 nz 一 1, 归纳 假 
设 对 任意 g€ P.-:， 任 意 a，a ，…，a-Edom(g)， 有 

(Cx* x ) BlFY [ae，a，…，an] 当 且 仅 当 
SBFY [g(e),qg(e)，…9g(Coo)] 
现在 对 aa，…, am€dom(p) 设 Ug [oa，…， am] 则 存在 a€ A4， 
A [a, a，…，an]， 由 有 限 同 构 定义 的 (1) 知 存在 9g€ P,-1， 
42p，aEdom(g)， 因 此 a，ai，…，anEdom(9)、 由 归纳 假设 有 
家 FF [q(a) ,g(a1),…,q(am)j. 因此 有 .SFp[e(o)，…eCas)]， 
由 gp, a ,anEdom(p) 知 g(a;)=p(4i), i=1, …, mm， 因 
此 SHEP [p(an) ,plan)]. 

反 过 来 设 SF9 [pla1),…,plam)]， 则 存在 6E€ B， 使 
多 Fy [5b，p(a1),…,p(lan)]， 由 有 限 同 构 定义 的 (2)， 有 gE 
P,-1, 使 了 p, bErg(q). 即 存 在 a€Edom(q) 使 g(a)==6b. 同样 由 
gp， 有 g(ai)==p(lai), i=1，…，m. 因此 有 

SBHFY [qla),q(a1),…glan)]， 由 归纳 假设 有 ， 
Fy [ae，a，…， am]， 于 是 有 FFy [oa ，…， an]. 

这 样 〈(* ) 得 到 证 明 。 | 

引 理 $5.2.2 设 U, 多 是 红 的 两 个 模型 , 如 果 和 储 / 否 , 则 
UU=B, 

证 明 不 妨 设 (P.),<。: 2U 衬 /多 . 要 证 明 UU 二 多, 只 要 证 明 
对 乡 的 任意 句子 p, 都 有 Up 当 上 且 仅 当 Bq 

任 取 纪 的 句子 p， 9 的 量词 深度 必 有 限 . 设 qr (gp) <n， 由 
P, 非 空 , 任 取 pEP,， 由 引 理 5. 2.1 有 〈* ) 成 立 ， 由 于 8 中 没 
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有 自由 变 元 ，(* ) 变 为 ZilFF9? 当 且 仅 当 3FP 1 

以 下 我 们 来 证 明 引 理 5. 2. 2 的 逆 , 为 此 我 们 必须 限制 语言 纪 
中 只 有 有 限 多 个 关系 符号 ， 没 有 函数 符号 和 常量 符号 。 

引 理 5. 2.3 对 任意 m,n 二 w,， 一 阶 语言 中 至 多 只 含 m 个 自 
由 变 元 x，…，xa， 量 词 深 度 至 多 为 的 互 不 逻辑 等 价 的 公式 只 
有 有 限 多 个 . 

证 明 对 归纳 , 由 于 纪 中 只 有 有 限 多 个 关系 符号 ,只 含 自 
由 变 元 zx，…，zw 的 原子 公式 至 多 只 有 有 限 多 个 。 

事实 上 ,如 果 R 是 红 中 一 个 一 元 关系 符号 , 则 以 R 和 zz,,…， 
Zn 组 成 的 原子 公式 只 有 mr 个, 即 RCz1),…,RCzm). 如 果 尺 是 到 
中 一 个 二 元 关系 符号 ， 则 R 和 zi ，…，xzw 组 成 的 原子 公式 为 
R(zi，Z)),1&i, jm, 共有 me 个 。 一 般 & 元 关系 符号 和 zi， …， 
zm 可 以 组 成 m* 个 原子 公式 。 等 号 可 以 看 成 一 个 二 元 关系 符号 ,这 
样 有 限 多 个 关系 符号 至 多 组 成 有 限 多 个 原子 公式 。 

任意 一 个 无 量词 的 公式 都 可 以 等 价 地 化 为 由 原子 公式 和 它们 
的 否定 式 组 成 的 析 取 标准 形 , 也 叫 析 取 范 菩 .而 个 原子 公式 只 能 
组 成 2 个 互 不 等 价 的 析 取 范式 ,这 样 量词 深度 为 0 的 以 zi，…zn 
为 自由 变 元 的 公式 只 有 有 限 多 个 。 

假设 量词 深度 <n, 自由 变 元 为 zx ，…，, zw 的 公式 只 有 有 限 多 
个 ， 为 由 ，…， 纺 ， 同 时 假设 自由 变 元 为 = ，…，xzw+l， 量 词 深度 
<n 的 公式 也 只 有 有 限 多 个 ， 不 妨 设 为 四，…， 内 个 。 

设 ? 是 经 的 量词 深度 入 十 1 的 公式 ,p 的 自由 变 元 为 x,…， 


如 果 p 的 量词 深度 x， 则 9 等 价 于 某 个 ，1 和 it。 如 果 

9 一 Yzy' 消 的 量词 深度 等 于 z， 则 乡 的 自由 变 元 为 zx，zi…zn， 由 

于 9 等 价 于 Yzo+i%. 几 为 把 y 中 自由 变 元 x 换 成 zs+1. 所 得 公式 

(必要 时 把 y 中 的 约束 变 元 作 代 换 使 rs+ 在 少 中 不 出 现 ， 再 将 z 

换 成 z。+1), 这 时 少 等 价 于 某 个 力 , 1<j 委 4, 这 样 以 上 形式 的 p 只 
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能 等 价 于 

用， YY 
中 的 一 个 公式 , 事实 上 ， 量词 深度 <n 十 1 的 公式 只 能 等 价 于 用 命 
题 联结 词 联 结 以 上 这 些 公式 组 成 的 公式 。 与 析 取 范式 作 同 样 的 讨 
论 可 知 ， 互 不 等 价 的 这 样 的 公式 至 多 只 有 有 限 多 个 。 这 就 完成 了 
归纳 证 明 。 | 

引 理 5.2.4 设 红 中 只 有 有 限 多 个 关系 符号 ，G， 马 是 红 
的 两 个 模型 。 如 果 三 多 ， 则 实名 . 

证 明 设 公 二 多 , 对 任意 n<w, 取信 到 多 的 部 分 同 构 p， 
使 对 某 个 mw，domp 二 {a1，…，a。}CA， 对 乡 中 量词 深度 过 
nn 的 任意 公式 zi，…，zo)， 有 

全 9 [a，…，an] 当 且 仅 当 多 瞩 p [pCa1) …p(an)]， 
令 P, 为 所 有 这 样 的 部 分 同 构 p 组 成 的 集合 ， 我 们 证 明 
(P,) n<w: UH. 

首先 对 每 个 nx<w, P, 非 空 . 事实 上 , 空 映射 p 一 好 , 是 到 
轨 的 部 分 同 构 , domp= 二 BCAh. 由 纪 中 只 有 有 限 多 个 关系 符号 ， 
知 对 量词 深度 <n， 自由 变 元 为 zx ，…，zw，xzo+i 的 公式 中 互 不 等 
价 的 公式 只 有 有 限 多 个 ， 不 妨 设 为 加，…， 风 

对 任意 1<i<k, 令 

5 如 果 人 瞩 $ [el，…，a，an]， 

一 终 如 果 人 对 一 [ais am， am+1]. 

则 伯 E3zp 入 … 人 R) [ai，…，as]， 由 于 
qr(3z(9A…AR)) <n 十 1， 对 任意 pPEP,11， 有 

开 F3z(mA… 人 Ag)Lp(a),…,P(ao)]. 于 是 ,存在 6E ,使 
有 -pA…AR [Lp(a)，，P(Gs)，b0]， 这 就 说 明 aa，…，an，a， 
与 pla1),…,plam), 65 分 别 满足 相同 的 ,i 二 1，…,，k， 从 而 满 
足 乡 中 量词 深度 <n 的 相同 的 公式 . 取 g==pU {al,，*…, am, a}. 
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qlaj)==p(ai), i 二 1，*…，m， g(a) 二 bp， 由 于 g 保持 量词 深度 <n 
的 公式 , 9 当然 保持 原子 公式 , 由 命题 5.1.1 g 是 到 多 的 部 分 
同 构 ， 这 样 9E P,。 这 就 证 明 P, 满足 有 限 同 构 定义 的 《a). 

同样 可 以 证 明 P, 满足 (6)， 这 就 证 明 U 守 /BB. 1 

由 引 理 5. 2. 2 和 引 理 5. 2. 4 知 对 只 含有 有 限 多 个 关系 符号 的 
语言 乡 ， 有 : 

定理 5.2.5 《Fraissé 定理 ) 设 乡 中 只 含有 有 有限 多 个 关系 符 
号 , WU, 多 是 红 的 两 个 模型 , 则 人 二 名 当 上 且 仅 当 人 U 守 1 儿 . 

当 语 言 乡 限制 于 有 限 ,并 只 有 关系 符号 时 ,Fraissé 定理 给 出 
了 判断 经 的 两 个 模型 是 否 初等 等 价 的 方法 ， 即 要 判断 乡 的 两 个 
模型 ZW、 儿 是 否 初等 等 价 ， 只 要 判断 2 多 是否 有 限 同 构 ， 我 
们 知道 两 个 模型 初等 等 价 是 一 阶 逻辑 模型 论 所 特有 的 性 质 ， 而 两 
个 模型 有 限 同 构 是 纯 代 数 的 性 质 , 与 一 阶 逻辑 无 关 . 这 样 Fraisse 
定理 给 出 了 两 个 模型 初等 等 价 的 代数 特征 。 

例 1 任意 两 个 无 端点 稠密 线性 序 初等 等 价 ， 特 别 
(R, <) = (Q, <). 

证 明 设 人 UU, 多 都 是 无 端点 稠密 线性 序 模型 由 8 5.1 例 3 
知 QU 衬 , 多 ， 由 命题 5.1.2 (ii) 知 和 人 兰 / 氏 . 再 用 Fraissé 定理 就 
得 到 = 马上 

例 2 设 乡 = {5,0}),S 是 一 元 后 继 函 数 符号 , 0 是 常量 . 设 
了 是 纪 的 以 下 几 个 句子 组 成 的 句子 集 。 

Yr(— z=0mIySy=7) 

Vzry(Szr=Sy>7r=y) 

对 任意 m 宇 1 


Vz 一 S…Sz 三 工 


mm 个 
我 们 常 称 这 个 句子 集 了 为 “后 继 函 数 公 理 集 ” 容易 看 出 含 0 
的 自然 数 集 N 关于 后 继 S 即 (N，S) 是 了 的 模型 . 这 里 0 解释 
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为 N 中 的 第 一 个 数 0, 对 任意 一 个 数字 nEN, Sn 一 n 十 1. 在 自然 
数 集 N 的 后 面 再 接 上 一 个 整数 集 Z 可 以 得 到 红 的 另 一 个 模型 ， 
记 作 N@2: 

0，1，2…，… 一 2 ， 一 1 ，0 ，1 ，2'， 

¥ 

这 里 Z 中 数字 与 N 中 数字 是 不 同 的 元 素 。， 任 意 元 素 x EZ， 
Sn' 二 n' 十 1。 不 难看 出 NBZHFT， 事 实 上 ， 我 们 可 以 继续 接 上 一 
个 又 一 个 这 样 的 Z， 组 成 模型 N@Z@Z@Z… 田 Z， 记 作 N 申 

CT 


Z"， 不 同 的 Z 中 元 素 互 不 相同 ， 他 们 都 是 的 模型 
0，1，2…， … 一 2 0 
x ¥ 


em yO re 
-一 一 一 一 一 一 一 


甚至 可 以 接 上 无 限 多 个 Z, 仍 得 到 了 T 的 模型 , 记 作 NZ。, NN 
四 Z., NZ 等 等 . NZ. 表示 接 上 可 数 无 限 多 个 Z, NZ。, 表 
示 接 了 不 可 数 无 限 多 个 Z (w 个 Z), 等 等 ,当然 还 可 以 不 以 序 的 
方式 来 接 ， 我 们 证 明了 的 任意 两 个 模型 2 ， 多 ， 都 有 人 U 寺 多 . 

设 和 是 了 的 一 个 寞 型 ，aE4 是 的 任意 一 个 元 素 ， 记 


5S(a)=a ,SS(a) 二 a"，S…S(a) 二 a”，, 对 任意 两 个 元 素 a, bE 4， 
ev 


定义 a,， 5 之 间 的 距离 d: 
m 如果 a™=6b， 
spl 如 果 4b”==a， 
co 否则 . 
进一步 ， 对 每 个 nxEN， 我 们 定义 a, 5 之 间 的 d, 距离 : 


m 如 果 a™m=b， m 二 2" 

d, oo- 如 果 b 下 =a， m 过 2" 
oo 否则 
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这 样 ， 两 个 元 素 a, bE .4、 如 果 d(ab)>2" 则 qd,(a, 6)=o%、 
如 果 d(ab) 才 2", 则 d,(ab)=d(a, b). 

现在 取 P,={p: pp 是 到 沟 的 部 分 同 构 ,0*€dom(p)， 
对 任意 a.b€ (dom(p),d.(a,b)=d.(p(a),p(b))} 

即 P, 是 由 所 有 保持 d, 距离 的 部 分 同 构 组 成 的 集合 ， 我 们 来 
证 明 (P,),<.: 全 / 儿 . 

首先 , 取 p={(0%,05)}, 即 dom(p)=={0%).p(0%)==05. 则 p 

是 人 UW 到 多 的 一 个 部 分 同 构 ,由 于 dom(p) 中 只 有 一 点 , p 显然 

保持 距离 ， 这样， 对 任意 wx<w， 有 pEP,， 因 而 P, 关 2 

再 证 明 〈P,),<。 满 足 有 限 同 构 定 义 中 条 件 (ac)， 设 PE Ph， 
aE 4， 分 两 种 情况 讨论 . 

第 一 种 情况 . 如 果 存 在 元 素 coEdom (p), 有 |d,(Ca ao)| 委 2". 
设 plao)=b€B 我 们 总 可 以 取 到 一 个 元 素 5E€ B， 使 
d,(bbo) 二 d,(aao). 任 取 一 个 元 素 a1. Edom(p), 邻 
pla1)= 二 bErg(p)， 我 们 证 明 a, ao, a 三 点 与 6, bo, b; 三 点 之 间 
的 d 距离 完全 相同 事实 上 ， 由 pE P+1，p 保持 d,41 距 离 ， 因 
此 有 4d,i14(ao，a1) 二 dr1(bo，b1). 再 由 d,(a, ao)=d,(b, bo。) 有 限 ， 
容易 看 出 d, (a, a1) =d, (b, bi) (见习 题 5.2.6)， 令 
g 二 PU{(a, 5)), 则 gq 刁 p，g 保持 d, 距离 ， 因 此 gE€P，. 

第 二 种 情况 ， 如 果 dom (z) 中 任意 一 点 到 a 的 d, 距离 都 是 
co， 由 于 B 是 无 限 集 , rg (p) 只 取 到 B 中 有 限 多 个 点 , 因此 必 有 
一 点 bE€B, 使 6 到 rg (p) 中 每 一 点 的 d, 距离 都 是 22o， 这 时 令 
go 二 PU{a, 6b)}， 必 有 go 及 p，go€EP,. 1 

这 样 我 们 证 明了 〈P,),.<。 人 UY 实 / 儿 ， 由 Fraisse' 定 理 得 到 
人 UY 二 多. 这 就 是 说 纪 的 句子 集 的 任意 模型 都 互相 初等 等 价 . 下 
一 章 中 ， 我 们 会 知道 这 个 句子 集 T 是 乡 的 完全 理论 。 


练习 


5.2.1 令 红 = 名,T 是 无 限 集 理 论 , 即 了 是 双 中 下 列 句子 
110 


组 成 的 句子 集 : a 

T= {o: n 之 a，o, 表示 存在 ”个 互 不 相同 的 元 素 } 

证 明 T 的 任意 两 个 模型 都 初等 等 价 。 

5. 2. 2 两 个 模型 和 ,， 急 称 为 严 同 构 ， 记 作 入 兰 ,多 ， 如 果 
存在 U 到 多 的 部 分 同 构 集 序列 Pu，…，P。， 每 个 Pi, i 二 1,…， 
m 都 不 同 ， 且 满足 下 列 条 件 

(1) 对 任意 十 1<m,pEP,i1,a€ 4, 都 存在 g€ P,, 使 太 p， 
a€E dom(g) 

(2) 对 任意 nn 十 1<m,pEP,i1,5bEB, 都 存在 9g€ P,, 使 汪 p， 
bErg(g). 

证 明 伯 实 ,名 当 且 仅 当 人 ,多 满足 量词 深度 二 m 的 相同 的 
句子 。 

5.2.3 设 红 = {Ri1,，…，R,}, 每 个 R, i=1,…，s, 都 是 
一 元 关系 符号 . 证 明 对 作 的 每 个 模型 ZU , 对 任意 m 之 1 都 存在 一 
个 模型 多 , 名 中 至 多 只 有 m。2’ 个 元 素 , 并 且 2U 衬 ,多 ，( 提 示 : 
对 模型 4 中 Ri 的 解释 Rf, i 二 1,…, s, 今 4; 二 Rf 或 4 一 Rt, 这 
样 可 把 4 划分 为 2 个 形 如 4i 门 … 门 4, 的 集合 ， 每 个 这 样 的 集合 . 
表示 4 的 一 个 子 集 , 其 中 的 元 素 满足 一 些 R; 而 不 满足 另 一 些 R;， 
对 应 于 这 些 子 集 来 构造 一 个 模型 名 ,如果 4 中 某 个 子 集 的 元 素 个 
数 <m,， 多 中 相应 子 集 取 同 样 多 的 元 素 ; 如 果 4 中 某 子 集 元 素 个 
数 超过 mx， 多 中 相应 子 集 就 取 m 个 元 素 。) 

5.2.4 设 红 = (Ri，…，R,}， 每 个 R; 都 是 一 元 关系 符号 ， 
?是 红 的 一 个 公式 , qr(p)<<m， 如 果 g 是 可 满足 的 , 证 明 一 定 有 
一 个 模型 Zp，Q 中 至 多 只 有 m，。2' 个 元 素 。 

5.2.5 设 红 = {Ri: i<w}, 每 个 R; 都 是 一 元 关系 符号 . 设 
UY、 多 是 纺 的 两 个 模型 ,4 二 和 N 是 自然 数 集 ， B= 二 NU{co}, 即 
自然 数 集中 增加 一 个 无 穷 大 元 对 每 个 i < w， 
RZ 一 (EN: n>i}. RF={nEN: n>i}U {oo). 证 明和 三 瑟 , 但 
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2 关 1 儿 (提示 : 对 任意 有 限 部 分 2 CS , tl122 人 兰 / 色 | 经 , 因 
此 有 人 |5Y' 二 多 |52' ,从 而 色 三 再 . ) 

5.2.6 设 人 ,多 是 例 2 中 “后 继 函 数 公理 集 ”T 的 模型 , 设 
a, b, cE A, a'，b'，c'E€B， 对 任意 mn 二 w， 如 果 
d,(a,b)=d,(a',b') 关 00 ,dri(byc)= 二 d+1(b' sc'), 证 明 d,(a,c)= 
d,(a',c') (提示 :分 两 种 情况 讨论 ,如 果 di(,c) 一 dc' ) 一 
,证 明 4d,(a,c)=d,(a',c) 二 o0; 如 果 d+1Cb,c)==d.+1(b' ,0 ) 过 
co 证 明 di(ayc) 一 di(a'c'). 从 而 有 dayc) 一 doc ) 


8$5.3 Ehrenfeucht 博 交 


本 节 介 绍 Ehrenfeucht 博 奕 方法 ， 这 种 博 奕 可 以 把 初等 等 价 
模型 的 代数 特征 直观 地 描绘 出 来 。 这 种 博 奕 方法 因此 有 许多 有 趣 
的 应 用 。 

设 U, 名 是 一 阶 语言 乡 的 两 个 模型 ,不 失 一 般 性 ， 我 们 假 
设 ANB8= 多 .对 应 于 模型 2%， 名 ， 有 两 个 选手 参加 博 奕 ， 分 别 
叫 选手 甲 和 选手 乙 ， 简 称 甲 和 乙 。 博 奕 的 规则 如 下 : 

每 局 博 奕 之 前 先 由 选手 甲 选 定 一 个 自然 数 > 之 1, 规定 好 本 局 
博 奕 每 位 选手 各 走 ~ 步 , 每 步 都 甲 先 走 , 乙 后 走 , 然后 反复 交替 每 
人 一 步 。 每 一 步 甲 乙 都 是 从 AUB 中 各 选 一 个 元 素 。 如 果 第 i 步 甲 
选 a;€ A， 乙 必须 选 6.EB; 如 果 第 i 步 甲 选 6.EB， 则 乙 必 须 选 
wE4.r 步 走 完 后 得 到 两 个 序列 aa，…， arE4,， 0，…，pEB,， 这 
局 博 奕 就 结束 。 博 奕 的 胜 负 规 定 为 : 选手 乙 赢 这 一 局 当 且 仅 当 令 
plai)==bisi 二 1，"…，r 时 pp 是 人 到 多 的 一 个 部 分 同 构 。 

对 于 两 个 模型 ZY, 多, 如 果 无 论 如何 选 手 乙 都 有 办 法 赢得 每 
一 局 博 奕 ， 就 称 选 手 乙 有 必 胜 策略 。 

引 理 5. 3. 1 台 实 / 多 当 且 仅 当 对 应 于 和 , 多 的 Ehrenfeuch 
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博 奕 中 ， 选 手 乙 有 必 胜 策略 。 

证 明 假设 (1,),<。: 和 伍 / 王 . 令 

I" 二 {p: 存 在 9E1.,pCa}， 不 难看 出 仍 有 
(1 ),<。: 2U 衬 / 狠 . 如 果 甲 选 定 一 局 , 步 数 为 -之 1， 则 对 每 个 i 步 
不 论 甲 选 w (或 b), 都 有 piET'i, 使 piCa1)==bi， ,pi(ai) 二 bi 
由 于 《7',).<- 是 2 到 多 的 有 限 同 构 ,这 样 的 pi 总 是 可 以 选 到 的 ， 
因此 乙 有 必 胜 策略 . 

反之 ,假设 乙 有 必 胜 策 略 ， 定 义 一 个 序列 (T,),<。 如 下 : 对 任 
意 nEw, 令 pEI。 当 生 仅 当 p 是 U 到 多 的 部 分 同 构 ， 存 在 
JEN，a，…，wEA4 使 得 

(i) dom (p) = (as，…，aji) 

(ii) 存在 m 之 n. 在 关于 模型 2 和 多 的 某 一 局 博 奕 中 , 选手 
甲 选 定 这 一 局 走 m 十 j 步 。 选 手 乙 使 用 必 胜 策略 , 在 这 一 局 的 开头 
了 步 中 取得 元 素 a1,，…, a)€A, plai),*…,p(a))€B. 

由 选手 乙 有 必 胜 策略 的 定义 《1,),<。 必 定 是 到 多 的 有 限 
同 构 ， 即 (1,).<。: 人 QU 守 1 儿 . 1 

定理 5.3.2 (Ehrenfeucht 定理 ) 设 弓 有 限 且 只 有 关系 符 
号 , U, 多 是 红 的 任意 两 个 模型 , 则 人 2U 寺 儿 当 且 仅 当 关于 和， 
多 的 Ehrenfeucht 博 奕 中 ， 选 手 乙 有 必 胜 策略 。 

证 明 由 引 理 5. 3. 1 与 Fraisse' 定 理 5. 2.5 立 得 。 | 

由 于 Ehrenfeucht 定理 , Ehrenfencht 博 奕 在 模型 论 中 有 许多 
应 用 ， 特 别 是 在 有 限 模型 论 和 自动 机 理论 中 这 种 博 闪 有 不 少 有 趣 
的 应 用 。 


练习 
设 乡 = {( 委 })， UY, 国 是 双 的 两 个 线性 序 模型 ， 设 14| 一 5， 
1B1=4, 即 4 有 5 个 元 素 , B 有 4 个 元 素 ， 如 果 甲 选 定 一 局 博 奕 


走 3 步 ， 则 甲 可 以 使 自己 在 博 奕 中 保持 不 败 。 请 设计 甲 不 败 的 一 
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种 走 法 。 设 4 有 无 限 多 个 元 素 , 甲 选 定 一 局 博 奕 走 冯 步 , 问 B 中 
至 少 有 多 少 个 元 素 时 . 乙 才 能 必 胜 . 如 果 |14|1==18| 或 4、B 都 无 
限 ， 证 明 乙 有 必 胜 策略 。 
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第 六 章 一 阶 逻辑 的 完全 理论 


§ 6.1 理论 的 完全 性 和 范畴 性 

一 阶 语言 的 句子 集 也 称 为 理论 ， 乡 的 句子 集 了 称 为 完全 理 
论 ， 如 果 了 和谐 并 且 对 红 的 任意 一 个 句子 p， 有 了 上 p 或 TF 上 
一 9。 并 非 每 个 和 谐 句 子 集 都 是 完全 理论 。 例如 人 = {十 ，* ,5， 
0)，Peano 算术 公理 组 成 的 句子 集 是 和 谐 的 ， 因 为 (N， 十 ，，， 
S, 0) 是 它 的 一 个 标准 算术 模型 . 然而 , 1931 年 G6del 证 明 Peano 
算术 公理 组 成 的 句子 集 是 不 完全 的 ， 这 就 是 著名 的 G6del 不 完全 
性 定理 .本 章 我 们 介绍 判定 一 个 理论 是 完全 的 理论 的 几 种 方法 。 

命题 6.1.1 (Gi) 语言 乡 的 任何 一 个 极 大 和 谐 句 子 集 都 是 完 
全 理论 ; 

(i) 设 久 是 和 的 一 个 模型 ,Th2v= {9: Ug}, 则 Th2 
是 完全 理论 。 

G) 和 (ii) 都 是 显然 的 ,因为 乡 的 任意 一 个 句子 p, 9 或 一 p 
必 有 一 个 属于 极 大 和 谐 句 子 集 ， 而 Th 是 纪 的 极 大 和 谐 句 子 
集 。 

定理 6.1.2 纪 的 一 个 和 谐 理论 7 是 完全 的 当 且 仅 当 了 的 

任意 两 个 模型 ,多 ， 有 UY 二 儿 . 

证 明 (=>)” 设 T 是 完全 理论 , UY, 多 是 T 的 模型 , 设 y 
是 多 的 任意 一 个 句子 ， 如 果 和 上 mw， 则 必 有 了 上 9 (否则 有 
了 片 一 ,从 而 多 片 一 凡 ， 而 由 了 上 又 有 多 Fp， 反 之 亦 然 . 这 
样 和 三 互 . 

(<=)” 设 理论 全 的 任意 两 个 模型 zl, 多 都 有 人 UU 二 3。 设 9 
是 纪 的 任意 一 个 句子 ， 如 果 了 以 Pr， 则 TU{ 一 8 和 谐 ， 有 模型 
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Bl. FT,，A 人 FF-9 这 样 了 的 任意 一 个 模型 多, 由 UL 三 多 有 
BF 一 于 是 TF 上 一 pq， 因而 TH 一 p9， 则 工 是 完全 理论 。 1 

定理 6.1.2 是 理论 了 完全 的 一 个 充分 必要 条 件 。 前 一 章 中 我 
们 已 经 看 到 当 和 有 限 并 只 有 关系 符号 时 ，Fraisse 定理 可 以 用 来 
判别 两 个 模型 是 否 初等 等 价 ， 因 此 可 以 用 Fraissé 定理 来 判别 纪 
的 理论 T 是 否 是 完全 理论 、 判别 理 论 T 是 完全 的 另 一 个 有 效 的 判 
别 法 称 为 Vanght 方法 .在 介绍 Vanght 方法 之 前 , 我 们 先 给 出 理 
论 的 范畴 性 定义 。 

和 谐 理论 T 的 任意 模型 都 同 构 就 称 了 是 范畴 理论 。 如 果 了 
有 势 “的 模型 , 而 T 的 任意 两 个 势 为 a 的 模型 都 同 构 , 则 称 了 是 
a4- 范畴 理论 。 二 

命题 6.1.3 纹 的 句子 集 T 是 范畴 理论 当 且 仅 当 T 只 有 同 
构 的 有 限 模 型 。 

证 明 如 果 了 只 有 同 构 的 有 限 模型 ,显然 了 是 范畴 理论 ， 如 
果 工 有 无 限 模型 , 则 由 一 S 一 T 定理 T 有 任意 大 势 的 无 限 模型 ， 
不 同 势 的 模型 必 不 同 构 ， 因而 7 不 是 范畴 理论 。 1 

命题 6. 1. 3 说 明 , 一 个 理论 了 是 范畴 的 充分 必要 条 件 是 在 同 
构 意 义 下 只 有 一 个 有 限 模 型 。 这 就 使 范畴 理论 这 个 概念 成 为 很 狂 
隘 而 没有 普遍 意义 。 而 相对 较 弱 的 <- 范畴 理论 概念 是 我 们 感 兴趣 
的 。 下 面 我 们 来 看 几 个 关于 范畴 和 a- 范 畴 理论 的 例子 。 

例 1 绢 = 多 ,理论 T 中 只 有 一 个 句子 S,(nEw), 5S, 意 为 存 
在 且 只 存在 个 不 同 的 元 素 ， 则 了 是 范畴 理论 。 

例 2 多 = 多, T 是 纪 中 全 体 恒 真 句子 组 成 的 理论 ， 即 
T={9: 三 9). 则 绒 的 任意 模型 都 是 T 的 模型 ,由 于 经 的 同 势 的 
模型 都 同 构 ， 因 此 ， 对 任意 基数 a, T 都 是 a- 范 畴 的 。 

例 3 综 = {P},P 是 一 元 关系 ,了 T 是 这 个 语言 中 全 体 恒 真 句 
子 的 集合 , 同样 儿 的 任意 模型 都 是 7T 的 模型 。 但 这 个 理论 对 任意 
基数 a， 都 不 是 a- 范 畴 的 。 这 是 因为 对 任意 基数 a， 存 在 模型 
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Ui= (A1, P1),2,= (hs, Ps), |Ah1|=|A:|=a, P=Ahi, 而 
PP 二 多 ,， 易 见 ri 关 3. 

例 4 乡 ={P},P 是 一 元 关系 . 以 S, 表示 至 少 有 x 个 元 素 使 
Pz) 成立, 且 至 少 有 个 元 素 使 P(z) 不 成 立 。 令 T={S,:n€w}， 
这 时 没有 有 限 模型 。 2 二 4, P) FT, 当 且 仅 当 P 和 A\P 都 
有 无 限 多 个 元 素 。 这 样 了 只 有 一 个 可 数 模型 , P 和 A\P 都 可 数 , 因 . 
此 了 是 ww 范畴 理论 。 而 对 任何 不 可 数 基数 a, T 至 少 有 模型 
Ui= (hi, P1)，Us= (hi, Pi)， 其 中 141|=|4;|=a， 
IPi|=w, |P:|=a, |Ai\Pi|= |A:\P;| 4 这样 U1 闫 2U,, 了 不 
是 a- 范畴 理论 。 


例 5 和 = {co a，…}, c,，nE€w， 都 是 常量 符号 , T= 
{cn 闫 cn: m 关 n，m，nE€w}，T 有 两 个 可 数 模型 
Ui= (4 co cy ls 一 (B, co co."*), 其 中 |A|=|1B|=w， 
4= (co，c，…)，, 而 B= {a, co G1，*…*}, 对 任意 zzEw，a 天 co 


不 难看 出 1 关 U. 因此 工 不 是 ww 范畴 理论 ， 但 对 任意 不 可 数 基 
数 a, 了 的 任意 一 个 势 为 a 的 模型 中 除了 常量 c。，c,，… 外 ， 都 还 
有 a 个 其 它 元 素 , 因此 同 构 , 这 样 对 任意 不 可 数 基数 ", T 都 是 a- 
范畴 理论 。 
以 上 几 个 例子 , 都 是 简单 显 见 的 例子 。 它 们 包括 了 Q@ 范畴 理 
论 ; @ 对 任意 基数 a， 都 是 -范畴 的 理论 ; @ 对 任意 基数 a， 都 
不 是 a- 范 畴 的 理论 : @ ww 范畴， 而 对 任意 不 可 数 基数 a， 都 不 是 
a- 范畴 的 理论 ; @ 不 是 范畴 ， 而 对 任意 不 可 数 基数 a， 都 是 a- 
”范畴 的 理论 . 这 里 我 们 没有 举 出 对 菜 两 个 不 可 数 基数 a, as, 是 @- 
范畴 , 而 不 是 wx- 范 畴 的 理论 的 例子 来 . 近世 代数 中 有 许多 类 似 于 
秽 1 一 例 5 的 理论 的 例子 ， 而 没有 最 后 的 那 种 情况 的 例 ，1954 年 
Vanght 猜想 任何 一 个 理论 了 , 如 果 对 某 个 不 可 数 基数 a 是 -范畴 
的 ， 则 对 任意 不 可 数 基数 < 都 是 a- 范 畴 的 ， 这 个 著名 的 猜想 吸引 
许多 学 者 的 注意 。 经 过 十 多 年 努力 ， 最 后 由 Morley 于 1965 年 证 
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明 对 可 数 语言 乡 ，Vanght 猜想 是 成 立 的 ， 这 就 是 模型 论著 名 的 
Morley 定理 . 后 来 1971 年 ，Shelah 把 这 一 结果 推广 到 不 可 数 语 
言 ， 他 证 明理 论 T 若 对 某 个 基数 >> | 纤 外 , 是 wm- 范畴 的 ， 则 了 
对 任意 基数 > | 乡 ， 都 是 a- 范畴 的 。 

范畴 性 可 以 作为 完全 理论 的 一 个 判定 。 

定理 6.1.4 〈Vaught 判别 法 ) 设 理论 T 没有 有 限 模型 , 对 
某 个 无 限 基数 a 宇 ‖ 红 上 ,是 a- 范畴 的 ， 则 了 是 完全 理论 。 

证 明 设 了 不 是 完全 理论 , 则 存在 弓 的 句子 mr 使 了 以 9, 且 
TH 一 .这 样 TU {9} ,TU{ 一 分 都 和 谐 ,因而 有 模型 4， 家 F 产 T， 
而 Up, .2 一 9。 由 于 了 T 没有 有 限 模型 ,2A， 名 都 是 无 限 的 。 
由 L 一 S 一 T 定理 不 妨 设 ,多 的 势 都 是 上 乡 上 ,再 由 强 升 
1 一 S 一 T 定 理 存在 乡 的 势 为 a 的 两 个 模型 多 ,，%,， 使 2 < 名 ， 
多 <%,, 这 时 多! 睹 T,，%, 瞩 TT， 又 有 9, GF, 因此 
多 1 关 Z,， 这 与 是 a- 范畴 理论 牙 盾 。 上 

用 Vaught 判别 法 可 以 立即 判定 无 端点 稠密 线性 序 理论 是 完 
全 理论 : 

定理 6.1.5 设 缘 = {二}, TT 是 无 端点 稠密 线性 序 理 论 , 则 
7 是 完全 理论 。 

证 明 容易 看 出 T 没有 有 限 模型 。 又 由 $ 3, 3 命题 3. 3. 1 知 
人 的 任意 可 数 模型 都 同 构 ， 即 了 是 必 范 畴 理论 ， 由 Vaught 判别 
法 知 了 是 完全 理论 。 1 

用 Vaught 判别 法 还 可 以 判别 一 些 常 见 的 理论 的 完全 性 。 设 
红 = {十 ，。，,0, 1), 设 了 是 特征 为 零 的 域 公理 以 及 下 列 句子 组 
成 的 理论 : 

也,;， zi 天 0-> 了 y 《ze 十 Tay 十 十 Ziyi 十 zo 三 0). 其 中 
多 是 y。》…2 的 简写 ，z<ow， 

> 


已 , 意 为 系数 在 域 模型 中 的 = 次 方程 在 此 模型 中 有 解 . 这 个 理 
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论 工 被 称 为 特征 零 的 代数 闭 域 理论 . 了 没有 有 限 模型 ， 由 全 体 代 
数 数组 成 的 特征 为 零 的 代数 闭 域 及 其 添加 一 个 超越 元 组 成 的 扩 域 
的 代数 闭 包 都 是 T 的 可 数 模型 , 但 它们 不 同 构 , 因此 了 不 是 ww 范 
畴 理论 , 然而 1910 年 Steinity 证 明 对 任意 不 可 数 基数 a, 势 为 a 的 
特征 为 零 的 代数 闭 域 都 是 同 构 的 , 因此 了 是 a- 范畴 理论 , 这 样 由 
Vaught 判别 法 可 知 了 是 完备 理论 。 

设 乡 = {十 ，，， 一 ,0, 1}，§ 3.3 例 8 中 给 出 布尔 代数 理 
论 ， 布尔 代数 模型 中 满足 如 下 公式 的 元 素 称 为 一 个 原子 : 

Hz)=z0ANVYy(y¥0 Nr y=y>y=7) 

每 个 有 限 布 尔 代数 模型 中 都 有 原子 ， 可 以 证 明 同 势 的 有 限 布 
尔 代数 模型 都 同 构 。 每 个 元 素 都 不 是 原子 的 布尔 代数 模型 称 为 非 
原子 布尔 代数 。 布 尔 代 数理 论 可 以 证 明 任意 两 个 可 数 非 原子 布尔 
代数 都 同 构 。 这 样 非 原子 布尔 代数 理论 是 完全 理论 。 

在 代数 理论 中 不 难 证 明 , 对 任意 无 限 基数 a, 每 个 非 零 元 都 同 
阶 的 无 限 Abel 群 理论 是 a- 范畴 的 , 因此 是 完全 理论 。 对 每 个 不 可 
数 无 限 基数 a, a>w, 无 限 可 除 无 扭 Abel 群 理论 是 a 范畴 的 ， 因 
而 也 是 完全 的 。 


练习 


6.1.1 证 明了 是 完全 理论 当 且 仅 当 了 的 任意 两 个 模型 可 以 
初等 嵌入 了 的 第 三 个 模型 。 

6.1.2 证 明 具有 有 限 模型 的 完全 理论 是 范畴 理论 。 

6.1.3 证 明 对 不 可 数 基数 ww， 无 端点 稠密 线性 序 理论 不 是 
wi- 范 畴 的 . [提示 . 实数 集 R， 实 数 集 R 后 缀 一 个 有 理 数 集 Q 都 
是 无 端点 稠密 线性 序 ， 但 不 同 构 ]。 

6.1.4 设 乡 = {5S, 0}, 其 中 S 是 一 元 函数 符号 ,T 是 如 下 
句子 集 构成 的 理论 : 

Sz 天 0 
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Szr=Sy—*z==y 

ZX 关 0>3y(z=Sy) 

XSr,r¥SSzr,r¥SSSzr, 

证 明了 的 模型 都 无 限 , T 不 是 范畴 的 理论 ; 对 任意 不 可 数 
基数 a,T 是 -范畴 理论 。 

6.1.5 证 明 有 最 大 元 的 稠密 线性 序 理论 是 完全 理论 ,同样 有 
最 小 元 的 稠密 线性 序 理论 也 是 完全 理论 。 


§ 6.2 模型 完全 理论 


模型 完全 理论 是 A。Robinson 引进 模型 论 的 一 个 重要 概念 。 
称 理论 T 是 模型 完全 理论 , 如 果 了 的 任意 两 个 模型 ar 、 急 , 只 要 
AvCZ， 就 及 <. 

一 般 地 ， 一 个 理论 T 的 模型 2W、 多 ， 人 UC 多 不 一 定 有 
UK 多 ,例如 T 是 有 最 小 元 的 线性 序 理 论 ， 〈(N， 二 ) 与 


(NU {一 1), ;都 是 7 的 模型 , 而 且 有 (N, <) 
(NU {一 1), 二 ), 但 对 乡 的 公式 9(z)=Yy(zy), 0EN,， 
(N, 二) FF [0] 而 (NU {一 1}, 二) 括 g [0J. 因此 (NN， 


委 ) 不 是 (NU { 一 )， 委 ) 的 初等 子 模型 。 这 就 是 说 有 最 小 元 的 线 
性 序 理论 不 是 模型 完全 理论 。 

当 已 知 某 个 理论 T 是 模型 完全 理论 时 , 我 们 就 有 一 种 新 的 方 
法 来 判别 了 是 否 完全 理论 ， 这 就 是 Robinson 判别 法 : 

定理 6.2.1 设 T 是 模型 完全 理论 ， 

(i) 如 果 了 的 任意 两 个 模型 能 同 构 嵌 入 了 的 第 三 个 模型 ， 则 
了 是 完全 理论 ; 

Gi) 如 果 了 T 有 一 个 模型 能 同 构 嵌 入 了 的 任意 模型 , 则 了 是 完 
全 理论 。 
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证 明 由 于 了 是 模型 完全 理论 ,，T 的 模型 2 同 构 钳 入 了 T 的 
模型 急 必 是 初等 嵌入 ， 如 果 了 满足 (i) 的 条 件 ， 设 和，SHFT， 
则 存在 多 FT， 和 2 丸 儿 ,多 有 丸 儿 这样 2 三 儿 ， 王 多 ， 因 此 
QU 三 多 , 则 T 是 完全 理论 ,如 果 T 满足 (ii) 的 条 件 , 则 存在 ZiFT， 
对 任意 多 瞩 T, 2U 多 ， 因此 UU 二 多 , 这样 7 了 的 任意 模型 都 与 
人 U 初等 等 价 ， 因 此 了 是 完全 理论 。 上 

运用 Robinson 判别 法 的 前 提 是 判定 T 是 模型 完全 理论 。 下 
面 几 个 定理 给 出 了 理论 7 是 模型 完全 理论 的 几 个 充分 必要 条 件 。 

定理 6. 2. 2 设 T 是 语言 乡 的 理论 ,以 下 四 个 条 件 互 相等 价 : 

(i) 7 是 模型 完全 理论 

(ii) 设 和 是 了 的 任意 一 个 模型 , 则 TUAz 是 2 的 完全 理 
论 ; 

(iii) 设 2U, 多 是 T 的 任意 两 个 模型 ,如果 UC 多 , 则 红 4 
中 每 个 存在 句 8 如 在 24 中 真 就 在 2 中 也 真 ; 

(iv) 对 双 中 每 个 存在 公式 p， 都 有 一 个 全 称 公 式 %， 使 
TH Ye 人 少 

证 明 (iD = (ii). 设 T 模 型 完全 , UT, 证 明 TUAw 是 
人 4 中 完全 理论 。 设 多 是 24 中 模型 ， BTU hw， 由 命题 
4.3.3， 下 的 到 归 约 另 有 al 它 用 因此 有 f: 2U 号 多 ,这 
样 (WU, qa),es 三 (名 ， fa)sen: 但 是 (多 ， fa)。.ea 即 ZB， 于 是 有 
多 二 WU. 由 此 知 TU Az 的 任意 模型 都 是 初等 等 价 的 , 则 TUa4aw 
是 双 4 的 完全 理论 。 

(iD) > (iD. 设 人 UY， BT， UC 名 ,yp 是 524 的 存在 句 ， 
SB 上 F9 由 (ii) TU4Aw 是 54 完全 理论 而 由 人 UC 多 有 
SFTU4aAaw. 因 而 TUAz 上 Fw 但 是 显然 有 : 2LsFFTU4Aw， 这 样 
有 2 h 片 9 

(iii) 过 (iv). 设 p (yu1，…，, y,) 是 弓 的 任意 一 个 存在 公式 ， 
不 妨 假设 TU {g} 和 谐 .否则 令 y=Yz(z 关 zx) 就 有 T 上 pory. 令 
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=2U (a …， cn), a， …， 5: 是 新 常量 符号 , 9c1，*…*，6) 
表示 用 c1，…，c, 同时 分 别 代 换 wy ，…，>") 中 自由 出 现 的 y， 
…，% 所 得 句子 。 令 > 

有 R=({(r(c…c):r 是 经 的 全 称 句 子 ， 
TEYa cr). 由 TU{Ya，…，c,)} 和 谐 知 TUT 和 . 
谐 ， 以 下 证 明 TUTFF9 4 

任 取经 ' 中 Tr 的 模型 Bl = (2 六， 把 其 中 : b, 
…，b, 分 别 是 c:，…，c, 的 解释 ， 先 证 明 语言 民 sU {c.…c,} 中 的 
句子 集 TUAw U {yay,… ,cw)} 和 谐 。 

任 取 Axw 的 一 个 有 限 子 集 O(a sam sc, Cn) ,O(ai sn， 
anycli…ycs)， 其 中 新 常量 都 在 ai，…，an， 及 cb …， co 之 中 . 令 
(ayanyciy 和 eco) 一 六 人 人 gayanycly…ycs)， 我 们 有 
UFE0 [Ca ，…，aw，b，…，b]， 因 此 
FE3zezngCr， rr bn 在 玫 中 
有 (2 ,bb FE 一 YT). 由 
(人 ,by,…，,b,) 厂 T, 及 0 是 无 量词 式 ， 有 

T 忆 pleco) Yr 70(TI Tm "Cn)， 否则 
Vzi…*zm 了 09ET， 有 (人 2 ,by,…,b,) 厂 YTI…zm 了 0 蔬 盾 ! 

从 而 TU {9) 括 Yz1…zm-70(c1，…，c,)， 这 样 
TU{wc，…，co))U{ 一 Vzi…zn 一 09Czizny， ci cs) 和 谐 , 而 
这 就 是 TU{Pc，…，cw))U (zzogCz…zo，c…c)} 和 谐 ， 
因此 TU {ga mc) U{gCa yamyc，… ,cs)} 和 谐 。 这 说 明 
TUAwUt{ylc…c,)}) 的 任意 有 限 子 集 和 谐 由 紧 致 性 定理 
TUAwU {gla…c,)} 有 模型 多, 设 多 在 绽 ' 中 的 归 约 为 多 ， 则 
BET ,UCB, BF (oe). 由 (ii) G 睛 P(co co). 

以 上 证 明 得 到 TUTEE9 《arc,)， 从 而 TUT 上 wp (err**e,)。 
这 样 存在 也 的 有 限 句子 m，…，, 7,ET, 了 上 7 人 …Ar>9, 再 由 
耻 的 定义 ,有 工 片 普 信 … 和 re9, 而 4，…, 7， 中 常量 0c,…， 
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< 不 在 不 中 出 现 ， 因 此 有 了 TFFEVzizs(riA… 人 mepCnicezs))， 
当然 就 有 了 全 片 普 A… 人 Are 一 zi…zo). 这 里 的 mA 人 产 Czi Zn) 
是 纪 的 全 称 公式 . 

(iv) 一 (i). 先 由 (iv) 证 明 对 红 的 任意 公式 gp 都 有 全 称 公 
式 y, 使 TH gry, 任意 公式 gp 都 可 以 等 价 地 化 为 前 束 标准 形 台 
公式 。 我 们 对 归纳 , 3, 式 即 存在 公式 , 由 (iv) 知 结论 成 立 , 如 
果 gp 等 价 于 公式, 即 9 等 价 于 3zy…zmYy4…ym,y, 其 中 少 无 量 
词 ,这 时 一 p 等 价 于 Vz1…zmy1…ym, 一 由 于 3y4…ym, 一 J 是 了 
公式 , 可 以 有 全 称 公式 办 使 TH 上 3y.…ym 一 ym 如. 因此 T 上 -一 9 
YT. 因而 THF Con Es Wt. ed 4 而 3z…zn: 一 办 是 Z 
公式 ， 又 有 全 称 公式 y， 使 T 片 3z zw 一身 全 内， 这 样 有 
TH py 

现在 假设 对 任意 <n，Z; 公式 结论 成 立 ， 若 9 等 价 于 台 公 
式 , x 之 2. 则 9 可 以 等 价 地 化 为 3z1…zn Vy $n, JE 台 -2， 由 
归纳 假设 有 全 称 公式 四 ,使 了 上- J 如， 这 样 
TF p93z*…zmVy…ym,, 而 后 一 公式 是 5 公式 , 由 上 面 的 证 

现在 可 以 证 明 Qi) 成立. 设 信 ,名 上 TT, 人 UC 儿 , 设 Yz1*…*z,) 
是 纪 的 任 一 公式 , a，…asE4，SFYKal,…ya, 这 时 有 全 称 公 
式 %Cz，…，z)，T 上 orr%g， 因 此 有 :FFYCa ，…，as]。 而 对 于 
全 称 公 式 , 不 难看 出 在 子 模型 下 保持 ,因此 有 BYCoa ，…，a]， 
从 而 又 有 名 全 9Cc ，…，a.] ,这 样 就 得 到 Qil< 写 1 

这 个 定理 中 的 (ii) 和 ( 疝 ) 是 模型 完全 理论 的 语义 特征 ; 
(iv) 是 模型 完全 理论 的 语法 特征 。 由 证 明 (iv) 之 (i) 中 看 出 
Civ) 可 以 加 强 为 乡 中 的 任意 公式 存在 红 的 全 称 公 式 %， 使 
了 上 gr 少 用 Qi) 和 Gii) 来 判定 一 个 理论 是 否 模型 完全 要 考察 
了 的 每 个 模型 。 下 面 的 推论 把 这 一 要 求 限制 到 只 要 考察 的 势 为 
a 的 模型 。 
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推论 6.2.3 若 T 没 有 有 限 模型 , "> 上 乡 上 , 则 下 列 条 件 是 
工 模 型 完全 的 充分 必要 条 件 : 

(ii,) T 的 每 个 势 为 a 的 模型 ZX, TU Aw 是 经 4 的 完全 理论 ; 

(iii.)》 人 2 久 是 工 的 势 为 a 的 任意 两 个 模型 ,如果 人 UC 多 ， 
则 经 4 中 每 个 存在 句 8 如 在 B24 中 真 就 在 2 中 也 真 。 

证 明 仿 定理 6. 2. 2. 证 明 (i) 地 (ii) 地 (iii,) 之 (iv) 过 (i). 
其 中 (i) = Gi.)，(iv) 之 (i) 同 定理 6.2.2，(ii,) 之 (iii,) 与 

(ii) 之 Gii) 类 似 . 而 (ii,〉 => (iv) 只 要 在 定理 证 明 的 (i) 之 

(iv) 中 的 模型 (Bl , 请，…, 入 ) 及 加 ' 都 取 势 为 a 的 模型 即 可 , 这 
一 点 由 只 有 无 限 模型 以 及 L 一 S 一 下 定理 可 以 做 到 。 上 

我 们 称 理论 了 的 模型 2 是 存在 闭 模 型 ， 如 果 对 了 的 任意 模 
型 多 , 只 要 UC 多 ,54 中 任意 存在 句 如 在 多 4 中 真 就 在 U4 中 
真 。 这 样 由 定理 6. 2. 2,T 是 模型 完全 理论 当 且 仅 当 了 的 每 个 模型 
都 是 存在 闭 模型 。 而 由 推论 可 知 , 如果 了 没有 有 限 模型 , 由 了 的 
每 个 势 为 “的 模型 都 是 存在 闭 的 可 知 了 的 每 个 模型 都 是 存在 闭 
模型 ， 存 在 闭 模型 是 模型 论 中 一 个 重要 概念 ， 由 一 阶 逻辑 我 们 知 
道 每 个 无 量词 的 公式 都 可 以 等 价 地 化 为 析 取 范式 ， 即 形 如 pV*… 
Vw 的 公式 , 其 中 每 个 J，1<i<n, 都 是 原子 公式 或 原子 公式 的 
否定 的 合 取 式 ， 而 3z 《pV…V 办 ) 与 3zpV… V3zxy 等 价 。 如 
果 称 原子 公式 和 原子 公式 的 否定 式 的 合 取 式 为 基本 公式 ， 我们 有 
如 下 推论 。 

推论 6.2.4 人 是 T 的 存在 闭 模型 当 且 仅 当 人 ET, 且 对 任 
意 模 型 多 睹 TT， 人 UC 多 ，54 的 任意 基本 公式 %(z)， 如 果 
BIry(7), 则 上 3zw(Cz). 1 

应 用 这 个 推论 不 难看 出 无 端点 稠密 线性 序 理论 T 的 每 个 模 
型 都 是 存在 闭 模型 , 因此 7 是 模型 完全 理论 。 而 (Q, 委 ) 是 了 的 
每 个 模型 的 子 模型 , 这 样 由 Robinson 判别 法 定理 6. 2. 1 (ii) 又 一 
次 证 明 无 端点 稠密 线性 序 理论 是 完全 理论 。 
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我 们 称 模型 的 递增 序列 为 模型 链 : 

UEU EU EUES, BAa. 
我 们 定义 模型 == U xs 为 模型 链 的 并 :2 的 论 域 4 二 As， 其 
中 hs 是 2p 的 论 域 . 对 红 中 每 个 关系 Re, RY 一 RY 即 对 任 
意 oa， …，aE4， 有 pB<a, a，…，asE4p， Rr? (ca ，…，an) 成 
立 当 且 仅 当 Rs (as，…ap) 成 立 ， 纪 中 每 个 函数 符号 F,， 
FY 二 UF70, 即 对 任意 CanE4,， 有 P<a, ai ***, an€E Ap, 
F(a a ) 二 FYe(a1，…，an) E46， 对 红 的 每 个 常量 ct， 
4AE 开 ，c 一 cp，pB<a， 由 于 os，p<c， 是 模型 的 递增 链 ，cx 在 
每 个 is 中 的 解释 都 相同 。 由 此 定义 ,对 每 个 6p<a， 有 vsS AL 

不 难看 出 模型 链 的 并 是 以 UA。 为 论 域 ,而 以 每 个 2 为 其 子 
模型 的 唯一 的 模型 。 如 果 对 每 个 p<a, vpn 都 是 理论 T 的 模型 , 则 
称 模 型 链 Ws, 8<a, 是 7 的 模型 链 , 一 般 说 来 , 7 的 模型 链 的 并 ， 
不 一 定 还 是 了 的 模型 。 

例如 了 T 是 有 最 小 元 的 线性 序 ， 下 面 是 T 的 模型 链 : 

(N,<IEINU{—1},<)ENU{-1,—2}<)E 

而 这 个 链 的 并 是 模型 《Z, 二), 2 中 无 极 小 元 , 因此 (Z， 返 》 
不 是 了 的 模型 。 

定理 6.2.5 (Lindstr6m 定理 ) 设 乡 是 可 数 语言 ,T 是 经 
的 和 谐 理 论 ，7 满足 下 列 三 个 条 件 : 

(i) 7 的 每 个 模型 都 无 限 ; 

(i) T 的 模型 链 的 并 仍 是 了 的 模型 ; 

( 计 ) 对 某 个 无 限 基数 a, T 是 -范畴 理论 , 则 了 是 模型 完全 
理论 。 

证 明 ”我 们 证 明了 T 满足 推论 6. 2. 3 中 条 件 (iii,)， 即 的 每 
个 势 为 “的 模型 都 是 存在 闭 模 型 ， 由 条 件 《iii)， 我 们 实际 上 只 要 
证 明理 论 T 有 一 个 势 为 “的 存在 闭 模型 。 
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设 UT, 称 模型 多 是 人 的 了 扩充 模型 ， 简 称 了 扩充 ,如 
果 BBHFT, 且 BlG 驴 , 任 取 了 的 一 个 势 为 的 模型 &, 枚 举 纪 4 中 
全 部 存在 句 gp，B<a， 构 造 了 的 模型 链 ; 

U=UESU EU EEUE", p<a, 
使 对 每 个 86<a， 如果 gy 在 Ups 的 某 个 了 扩充 模型 中 真 则 qs 在 
vs+ia 中 真 . 对 每 个 后 继 序数 ~ 一 8 十 1, 如 果 久 在 mn 的 每 个 了 扩 
充 中 都 不 真 ， 则 令 pt 一 Ap， 如 果 久 在 Up 的 某 个 了 扩充 中 
真 , 则 {gy} U Asa,UT 和 谐 。 由 于 了 的 每 个 模型 都 无 限 , 由 工 一 
S 一 T 定理 , 可 以 取 到 5 的 势 为 “的 模型 到 使 
氏 片 (9)UAwwsUT, 设 多 的 这 归 约 为 多， 取 人 Up 二 多 ， 则 
lptiFFET，pEpt 且 Up 上 厂 Jp， 对 每 个 极限 序数 7 二 a， 取 
ab 一 au 

令 2U'==U24 是 模型 链 的 并 ， 由 《ii) liFET， 且 
14 1= 凡 14s1=w, 对 红 4 中 每 个 存在 句 wr 如 果 9 在 2 的 某 个 
T7 扩充 中 真 , 则 {g) Uhrn UT 和 谐 。 这 时 必 有 某 B<a, 使 y=9p， 
这 样 有 {9) UAw, UT 和 谐 ， 因 此 9 在 ipt 中 真 。 由 于 pri 
人 2， 因此 9 在 人 2 中 也 真 。 

现在 我 们 有 多 El ，54 中 任意 存在 句 9 在 2 的 某 T 扩 
充 中 真 就 在 2 中 真 ， 重 复 这 一 过 程 我 们 得 到 T 的 模型 链 : 

SEALEALE…GSEEG…，n<o 
使 对 任意 ><w， 多 ww 的 任 一 存在 句 如 在 +! 的 某 个 了 扩充 中 真 
就 在 +! 中 真 , 上 且 14"|=a. 

令 2=U2, 由 (ii) UFT, 这 时 人 24 中 每 个 存在 句 如 
在 人 2% 的 某 T 扩充 中 真 就 在 人 2%。 中 真 . 再 由 |4“|=a,2U" 是 了 的 
势 为 a 的 存在 闭 模型 。 至此， 我 们 证 明了 7 满足 推论 6.2.3 
(iii,)， 因 此 工 是 模型 完全 理论 。 | 

用 Lindstr6m 定理 也 可 以 证 明 无 端点 稠密 线性 序 理论 是 模型 
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完全 的 。Lindstr6m 定理 有 如 下 推论 。 

推论 6.2.6 设 和 是 可 数 语言 ,了 是 纪 的 理论 , a 是 无 限 基 
数 ， 设 了 满足 以 下 条 件 : 

(i) 人 没有 有 限 模型 ; 

(ii) T 的 模型 链 的 并 仍 是 了 的 模型 ; 

(iii) 对 了 的 任意 一 个 可 数 模型 ,TUAs 是 “范畴 理论 。 
则 工 是 模型 完全 理论 。 

证 明 设 久 是 T 的 任意 可 数 模型 。 由 (i) TUAs 也 没有 
限 模 型 。 易 见 TUAew 的 模型 链 的 并 仍 是 TU hz 的 模型 。 而 由 
(iii) “TUAz 是 a- 范畴 理论 , 这 样 由 Lindstr6m 定理 , TUAzw 是 
模型 完全 理论 。 

设 久 是 T 的 势 为 c 的 模型 , 由 强 降 L 一 S 一 T 定理 , Bl 有 可 
数 初等 子 模型 QU 。 这 样 "FT ，uFFTUAaxw， 由 已 证 知 lw 
是 了 的 存在 闭 模型 ， 当 然 和 也 就 是 了 的 存在 闭 模 型 。 由 推论 
6.2.3 (iii,) 知 T 是 模型 完全 理论 。1 

例 代数 闭 域 理 论 7 是 模型 完全 理论 但 不 是 完全 理论 。 

证 明 由 代数 理论 可 知 T 了 没有 有 限 模 型 , 且 7 的 模型 链 的 并 
仍 是 了 的 模型 。 对 了 的 任意 可 数 模型 和 ,和 是 特征 p 或 是 特征 
零 的 代数 闭 域 模型 。 这 样 TU Az 是 特征 p 或 特征 零 的 代数 闭 域 
理论 , 因此 是 ww 范畴 的 , 由 推论 6, 2. 6, T 是 模型 完全 理论 , 由 
了 有 特征 和 特征 零 的 模型 知 7 不 是 完全 理论 。 上 

模型 完全 理论 在 数学 中 有 许多 应 用 。 例 如 应 用 特征 为 零 的 代 
数 闭 域 理论 是 模型 完全 理论 可 以 证 明 Hilbert 零点 定理 ， 即 复数 
域 上 多 项 式 环 CCzi，…，z] 中 多 项 式 P，，…, 已 在 复数 域 C 中 
无 公共 解 当 且 仅 当 P，，…，P, 互 素 当 且 仅 当 已 ，…， 已 在 C 的 
任意 扩 域 中 都 无 公共 解 。 令 和 ={ 十 ，，，<，0，1),T 是 到 的 
实 闭 有 序 域 理 论 , 则 了 是 模型 完全 理论 。 由 此 可 以 证 明 Hilbert 第 
17 问题 成 立 , 即 实数 域 R 上 的 多 项 式 构 成 的 有 理 分 式 域 中 每 个 正 
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定 多 项 式 忆 , 必 等 于 若干 多 项 式 的 平方 和 .这 一 问题 的 模型 论证 明 
大 大 简化 了 Artin 最 初 给 出 的 代数 证 明 。 
证 明 请 参阅 王 世 强 著 《 模 型 论 基础 》。 


练习 


6.2.1 设 乡 = ,T= (加; mm<owo},， 对 任意 mw 句子 
表示 “存在 m 个 互 不 相同 的 元 素 。 证 明了 是 模型 完全 理论 ,了 也 
是 完 令 理 论 。 

6.2.2 设 丝 = { 生 , 0}, 7 是 稠密 线性 序 理论 ,8 表示 0 是 
极 小 元 , 证 明 TU {98} 是 红 的 模型 完全 理论 。 

6.2.3 设 2U, 久 是 红 的 模型 , akE 允 ,对 纪 的 任意 开 , 公 
式 zi，…zn)， 若 a *，an € A， 人 UFqa…an]， 则 
名 于 Ha， …，anj], 称 U 是 多 的 芽 ,初等 子 模型 , 或 多 是 UH 
的 开 , 扩充 ， 记 作 <, 多 ， 证 明 下 列 命 题 : 

(i) 对 任意 m<n, 2U<,B=U<.%; 

(ii) 2U< 多 当 且 仅 当 对 任意 n<w，2U <, 名 . 

6.2.4 设 让 = 二 {9: 9 是 24 中 IT， 句子 ,24 瞩 9}, 称 友 为 
模型 2 的 开 , 图 象 .证明 2U 号 ,名 当 且 仅 当 多 有 膨胀 模型 
BE 

6.2.5 设 人 UC 久 ， 对 任意 nw， 以 下 三 个 条 件 互相 等 价 : 

() UKnB; 

(ii》 存 在 模型 多, 使 <Z，B<,， 

(iii) 存在 名 , 使 UY<.nZ， 名 <,2. 

6.2.6 理论 T 是 模型 完全 理论 当 且 仅 当 对 任意 模型 2， 
贸 , 如 果 人 YU， BT，UC 名 ,都 有 人 U<1B. 

6.2.7 设 和 ,SHET,， 久 <: 允 , 名 是 T 的 存在 闭 模 型 则 
也 是 了 的 存在 闭 模型 。 

6.2.8 证 明 推 论 6. 2. 4. 
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第 七 章 ”模型 的 初等 链 


§7.1 初等 链 定理 


称 模型 链 ls，8<e， 是 初等 链 ， 如 果 

Blo<A[<…<Lp<…，8<a， 
即 对 任意 p<7<a, lo<r。 上 节 已 知 模型 链 的 并 是 链 中 每 个 模 
型 的 扩充 , 理论 了 的 模型 链 的 并 不 一 定 仍 是 7 的 模型 。 而 对 于 初 
等 链 ， 我 们 有 肯定 的 结果 。 

定理 7.1.1 (初等 链 定理 ) 设 Us。，B<a， 是 模型 的 初等 
链 ， U= YUU, 则 对 任意 B<a, Up<U. 

证 明 对 和 的 公式 复杂 度 归 约 证 明 : 对 任意 公式 
HUzi 和 yz 任意 B<a，a，…，aE4p， 
(1) xpFV [ai，…，a] 当 且 仅 当 FF [ea，…，c， 
由 于 UspCU, 对 原子 公式 9 (zi，…，xz)，(1) 式 显 然 成 立 ， 对 
9 一 少 ，9 一 办 和 内， 容易 证 明 (1)》 也 成 立 。 

设 弛 3zyz，z，…，z)， 如 ci [ai，…，a]， 则 存 
在 azE4p，2vkpiFYWLa，a，…，a]， 由 归纳 假设 
rpFFV[ae，a，…，ao]， 从 而 2 上 [ai，…，ao]。 反 之 ， 设 
FF9La，…，o, 则 存在 acE4， 使 Uy[a, a1，…， a,]， 由 
归纳 假设 存在 7<a， 不 妨 设 8<7<a, 使 <E4， 
,Eyla, Ci ”9 an]. 这 样 qa, ee an]， 由 op<l， 
又 有 cpFF[el，…，a]， 因 此 (1) 成 立 。 下 

由 初等 链 定 理 立即 得 到 如 下 推论 : 

推论 7.1.2 设 T 是 乡 的 模型 完全 理论 ，2Upo，B<a, 是 T 
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的 模型 链 , 二 UU， 则 UT. 

证 明 由 于 了 是 模型 完全 理论 , ZL4，B<a, 是 初等 链 , 由 初 
等 链 定 理 ，Bro<， 再 由 FT， 得 FT. 1 

初等 链 定 理 有 许多 重要 应 用 。 本 节 介 绍 几 个 保持 性 定理 ， 作 
为 初等 定理 应 用 的 例子 。 我 们 称 理论 7 在 子 模型 下 保持 ， 如果 
的 模型 的 子 模型 仍 是 T 的 模型 ; 称 T 在 链 并 下 保持 , 如 果 了 的 模 
型 链 的 并 仍 是 了 的 模型 ; 称 T 在 同 态 模型 下 保持 , 如 果 T 的 模型 
的 同 态 模型 仍 是 了 的 模型 。 以 上 这 些 都 是 理论 T 的 语义 特性 , 保 
持 性 定理 将 给 出 与 之 等 价 的 语法 特征 。 我 们 先 给 出 下 面 这 个 一 般 
性 的 引 理 。 

引 理 7.1.3 令 T 是 弓 中 的 和 谐 理论 4 是 经 的 对 有 限 析 
取 封闭 的 句子 集 。 则 下 列 两 条 件 等 价 ; 

(iD 区 有 公理 集 TT,， TSA; 

(ii) 如 果 和 勾 片 7 对 每 个 句子 6E4, 6 在 人 中 真 就 在 模型 名 
中 亦 真 ， 则 儿 FT。 

证 明 中 => (iD. FT, 则 和 片 忆 ,由 (ii) 的 条 件 有 3 多 睛 丰 ， 
由 卫 是 了 的 公理 集 ，SBFT。 

(ii) 二 (iD). 令 了 有 ={p: PEA, Tg}。 我 们 证 明 本 是 了 的 公 
理 集 。 设 多 瞩 T. 令 句 子 集 3= (一 9: 上 奢 一 6,6€ A}。 下 证 3UT 
和 谐 。 由 题 设 7 是 和 谐 的 , 如 果 3UT 不 和 谐 , 则 必 存 在 一 6,,…， 
一 0.E3,， 使 TEE 一 (一 01 和 A… 人 A 一 6,)， 因 此 TEE6,V…V6,. 由 于 
0，…，6,E€4,4 在 析 取 下 封闭 OV…V6,EA。 这 样 
0V…VbED ,FoV…V6、 必 有 1<i 委 na， 使 马 F6， 这 与 
一 6E ,和 -一 0 矛盾。 因此 UT 和 谐 ， 有 模型 和 。 这 样 对 任 
意 句 子 SEA, 如 果 红 睹 6, 必用 上 厂 6，( 否 则 纯 F 一 9， 一 6E 5， 
从 而 刀片 一 6 矛盾 ). 由 Gi) 有 :BFT、 1 

先 不 用 初等 链 定理 证 明 一 个 简单 的 保持 性 定理 。 

定理 7.1.4 理论 7 在 子 模型 下 保持 当 且 仅 当 7 有 全 称 公 
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理 集 〈 即 II, 公理 集 ) 。 . 

证 明 ”如果 T 有 全 称 公理 集 ， 容 易 验 证 T 在 子 模型 下 保持 。 
现在 设 T 在 子 模型 下 保持 。 应 用 引 理 7. 1. 3 以 开 , 句子 集 为 引 理 
中 的 A。 考 虑 BT， 每 个 全 称 句 子 如 在 和 中 真 则 在 多 中 真 ， 
这 样 每 个 存在 句子 如 在 多 中 真 就 在 U 中 真 。 令 So= 灾 UB， 
T'=TUAs,As 是 急 的 图 象 。 我 们 证 明 T" 和谐。 任 取 Ax 的 有 限 
子 集 : 

{OCB1 °° ,6b ) ,oe ,On by sb, )} 

则 由 SF 人 … 人 0。 [Ai， 本 b] 有 瑟 F3z…zv (0, A 人 0。)， 
这 样 opFF3z…z。 (OA… 人 b). 因此 T' 有 限 可 满 ， 由 紧 致 性 定 


理 T' 有 模型 Z'=ws, ZZ' 上 As, 宅 'FT， 这 样 .B 它 ZB 上 ET, 由 
于 了 在 子 模型 下 保持 ，:2FT.， 这 样 引 理 7. 1. 3 条 件 (Gi) 满足 。 
因而 由 条 件 (iD，7 有 开 , 公理 集 。 【中 

下 面 一 个 保持 性 定理 要 用 到 初等 链 定理 。 

定理 7.1.5 理论 T 在 链 并 下 保持 当 且 仅 当 T 有 全 称 存在 
公理 集 〈II, 公理 集 )， 

证 明 (<=) 设 7 有 开 , 公理 集 , Wp, B<a, 是 7 的 模型 链 ， 
U= Us, 考虑 一 个 开 ; 句子 
8 一 Yzizo32m3yygCzzoyim), 其 中 人 无 量词 ,如 果 对 任意 


Bp<a, Us, 令 q1，…，am€ Ah, 则 有 某 B<a, ay，…，avEM4p， 
这 样 存在 铺 ，… 如 E As， 使 

aE ar, sams bls b] 
由 UoCSU， 有 

wy [ai ， 0 b,] 


因此 和 上 9, 即 任 一 开 : 句子 在 链 并 下 保持 。 这 样 和 满足 7 的 公 
理 集 ， 因 此 有 AT。 
(=>) 设 了 在 链 并 下 保持 。4A 是 等 价 于 工 : 句子 的 全 体 句子 
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集 , 则 4 在 析 取 下 封闭 。 设 2 都 是 T 的 模型 , 每 个 条 ; 句子 如 在 
2 中 真 就 在 多 中 真 . 则 每 个 3 句子 如 在 多 中 真 就 在 2 中 真 ， 
先 证 明 ， 

(1) 存在 模型 2'， 多, 使 BCS2', 2U'C 和 ,名 < 儿 且 
三 2. 

令 Sons=2UB，T=Tha，T:={9:9 是 纪 s 中 全 称 句子 ， 
多 sp)， 我 们 证 明 T,UT。 和 谐 。 任 取 T, 的 有 限 子 集 
{RG 6) Gb1， 6b.)}， PR，…，9n 是 在 Bs 中 真 
、 的 全 称 句子 , 则 BB 睹 3y1…y, (9 Cy sy) 人 人 (yy ))。 
由 于 3y1…y, (9A… 人 9) 是 5, 句子， 因此 有 

UI3y ya By yo) A A py 1)). 

再 由 FT ， 知 TiUT。 有 限 和 谐 . 

令 's=(2l' ,pb)ses 是 TiUT: 的 一 个 模型 , 则 ll 和 2 名 
2U' ,上 且 人 a 中 每 个 全 称 句 如 在 Bs 中 真 就 在 vs 中 真 . 这 样 Ze 
中 每 个 存在 句 如 在 vs 中 真 就 在 Bs 中 真 . 令 
52 二 UBU(A\B). 仿 上 可 以 证 明 Az, UTh 多 s 和 谐 ， 其 中 
hai 是 ia 的 图 象 ,Th.2e 是 Bs 的 初等 图 象 , 这 样 有 52' 的 模型 
( 开 ，a)uex 片 AasUTh5s. 因此 和 "三 多 , 写 < 氏 .这样 我 们 证 
明了 (1) 成 立 。 现 在 , 在 2U' 中 真 的 1; 句子 在 中 真 , 因此 , 在 
多 中 真 从 而 又 在 多 ' 中 真 , (1) 可 以 重复 使 用 。 这 样 得 到 一 个 模型 
链 . 


(2) B=B EU CSB EU EB ESE, 
使 对 每 个 nw, 2U, 三 UM, 名 ,<< 儿 ,11, 令 入。 是 模型 链 (2) 的 并 . 
易 见 和 既是 模型 链 人 2SS2U,C… 的 并 ,也 是 多 ,三 多 ,三 … 的 并 . 
由 于 FT，7 在 链 并 下 保持 ， 因 此 和 .上 三 ， 而 急 o<< 胞 ,< 写 ， 
尺 … 是 初等 链 ， 由 初等 链 定 理 , 多 ,< 人 2 因而 钨 呈 T， 即 
T。 这样 引 理 7.1.3 的 Gi) 成 立 , 由 (GD，7T 有 开 : 公理 集 。 上 
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一 个 公式 8 称 为 正 公式 ,如果 9? 是 由 原子 公式 经 人 ,，V 和 量词 
Y，3 联结 而 成 的 公式 。 

定理 7.1.6 ”和谐 理论 T 在 同 态 下 保持 当 且 仅 当 T 有 正 公 
理 集 ， 即 了 有 正 句子 组 成 的 公理 集 。 

证 明 (<=) 对 正 公式 9 的 复杂 度 归 纳 证 明 9 在 同 态 下 保持 。 
设 /: 一 急 是 同 态 映 射 ， 若 P (x,…zx,) 是 原子 公式 ，al，…， 
a€EA, UFFqlal,…,a,]， 则 自然 有 FFYCFCe )，…,FGo)]， 若 
8 二 办 人 或 9 二 加 Vy 容易 归纳 证 明 结论 成 立 。 最 后 若 
3xy(z; Ti) UF 上 gla，…，a,]， 则 存在 a€ Ah， 
BFyYWCe，a，…，a]， 由 归纳 假设 有 
多 FyLf(a)，f(a1)，…，f(a,)). 因 此 Bla1，…，a,】 

(>) ”现在 设 7 在 同 态 下 保持 。 令 UU， 多 是 模型 ， 记 
pos 马 为 每 个 正 句子 若 在 2 中 真 就 在 多 中 真 。 先 证 明 如 下 结 
论 : 

(1) 如 果 2Upos 多 ， 则 存在 BB, 使 KB, f; 公有 8 且 
(U, a)se, pos (HB, fa)sea 
为 此 , 令 到 = 到 U4UB. 令 T, 是 UW 中 真 的 524 的 正 句子 的 全 
集 , T, 是 9s 中 真 的 红 s 的 全 部 句子 的 集合 。 由 于 Upos 儿 ， 易 
见 TiUT: 和 谐 。 令 (8' ,a'， 5)ceawes 是 TiUT, 的 模型 。 由 于 
7: 即 多 的 初等 图 象 ， 有 多 < 才 ， 由 于 U 的 图 象 AvCT,， 有 
f: 2U 它 入 ,f(a)=a'. 由 于 ( 儿 ，a')ses 上 TI, 还 有 
(UU, a)sea pos(HB' ,f(a)),ens. 

类 似 的 讨论 也 可 以 证 明 与 (1) 对 偶 的 结论 : 

(2) 如 果 Upos 多 ， 则 存在 U', 使 2<U'，g: BCEA] ， 
且 (WU', gb)sespos(B, b)ses. 

只 要 将 (1) 证 明 的 改 为 的 初等 图 象 , T, 改 为 Bs 中 不 满足 
的 S28 的 正 句子 的 否定 句 的 全 集 即 容易 看 出 (2) 成 立 。 
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现在 令 lo。, 是 模型 , QT ,ULopos.B。, 交替 重复 地 应 
用 (1) 和 (2) 可 得 两 个 模型 链 : 
Us < WU < Us < 
“| Xe 


<< HB < 


使 (Wo, a)senpos(B!, foa)sen,;s 
(Ui,a, gib) saseBpos (DB, foasb)sea wens 

(Ua, gibya )se nes .rea Ps (Bs, foasb, fia'1)se a we Baren. 
等 等 . 对 每 个 4,f,: U2,+1, 了 ,是 2 到 和 儿 ,, 内 的 同 态 映 射 ， 
且 帮 CH garthiCfan. 

令 Us= UU,, B. 二 名 .分 别 是 两 个 初等 链 的 并 ， 令 
“二 以,, 则 对 每 个 n<w, g”'Cf。, 因 此 /是 人 2 到 多, 上 的 同 
态 映射 ， 由 初等 链 定理 <U。， 多 ,< 名, 因此 人 U 碑 7。 由 
在 同 态 下 保持 得 知 胞 .FT, 因 此 有 :和 FT. 这 样 由 引 理 7.1.3 人 
有 正 公理 集 。 上 中 

把 以 上 保持 性 定理 中 理论 了 改 为 单个 的 句子 , 可 得 到 如 下 结 
论 : 

推论 7.1.7 一 个 和 谐 句 子 在 (a) 子 模型 下 保持 ，(6) 链 并 
下 保持 , (c) 同 同 态 下 保持 当 且 仅 当 这 个 句子 分 别 逻 辑 等 价 于 (a) 全 
称 句 ，(65) 全 称 存在 句 ，(c) 正 句子 。 

证 明 只 证 (a) 作 代表 ,其余 均一 样 。 每 个 全 称 句子 显然 在 
子 模型 下 保持 。 如 果 句 子 p 在 子 模型 下 保持 , 令 了 = {9}, 由 定理 
7.1.4, 7 有 全 称 公理 集 也， Tq。 由 紧 致 性 定理 必 有 六 的 有 限 子 
集训，…, ET, 使 记 A…A 人 AmFF9 令 r=niA…Ar,, 由 TEr， 
有 条 '， 因 此 yp 逻辑 等 价 于 全 称 句 子 x.。 1 

由 以 上 保持 性 定理 不 难看 出 偏 序 理论 在 子 模型 下 保持 ， 也 在 
链 并 下 保持 ， 而 不 在 同 态 下 保持 。 布 尔 代 数理 论 在 链 并 下 保持 而 
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不 在 子 模型 下 和 同 态 模型 下 保持 。 群 理论 在 链 并 下 和 在 同 态 下 保 
持 ， 而 不 在 子 模型 下 保持 。 域 理论 和 代数 闭 域 理 论 的 保持 性 与 布 
尔 代数 理论 一 致 。Peano 算术 理论 都 不 保持 。 

以 后 我 们 还 将 会 看 到 初等 链 定理 还 有 许多 应 用 ， 因 此 是 模型 
论 的 重要 定理 ， 初 等 链 方法 是 构造 模型 的 重要 方法 之 一 。 


练习 


7.1.1 证 明理 论 7 在 扩充 模型 下 保持 当 且 仅 当 7 有 存在 公 
理 集 。 

7.1.2 证 明理 论 了 若 在 子 模型 下 保持 则 必 在 链 并 下 保持 。 

7.1.3 设 2U, 多 是 乡 的 模型 , WC, 称 多 是 的 忆 
扩充 ， 如 果 每 个 5 公式 (zi…z)， 任 意 wa，…，aE4， 只 要 
人 UF 珠 yq[ar…a,] 就 有 名 上 q[Lar…a,], 记 作 人 UC 多 , 称 模型 链 2，， 
B<a， 为 5, 链 ， 如 果 

UC UC CC WaCE 
证 明 5 链 的 并 模型 WU= UU 是 链 中 每 个 模型 Bo 的 4i 扩 
充 ， 即 5,42U，( 见 练习 6. 2. 3) 

7.1.4 设 和 = {二}, g=3zxVYy (z 委 y), 证 明 g 不 等 价 于 II， 
句子 。 


8$7.2 省 略 型 定理 
设 红 是 形式 语言 ,以 3(zx1，…，x,) 表示 乡 中 自由 变 元 都 
在 rz，…，xzw 之 中 的 公式 p(x1，…，x,) 的 集合 。 设 入 是 到 的 
模型 ， 元素 a，…，a,€ 4，%U 碑 3[al，…，a,]， 表 示 对 任意 公 
式 VCTi…zo)EESCzz)， 都 有 UFGal ,a 
设 e，…，c, 是 经 中 常量 ，p(z，…，z) 是 到 的 公式 ， 
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Ycl，…，co) 表 示 以 c，…，c* 同时 代 换 zi，…，z) 中 自由 出 
现 的 zx ，…，z, 所 得 句子 。ZCci，…，c.) 表示 以 c，…，c* 同时 
代 换 3(z1，…，z。) 中 所 有 公式 中 自由 变 元 = ，…，<z* 后 所 得 句 
子 的 集合 。 ‘ 

设 Lz，…，, xz,) 是 红 的 公式 集 . 入 是 红 的 模型 ， 称 模型 
人 U 实现 3(zi，…，z)， 如 果 存 在 cai，…，a.E4 使 
alFF3[oa，…，a]， 如果 人 2 不 实现 (zl，…，x,) 就 称 人 2 省 
略 2ZCzi，…，z), 这 时 对 任意 a，…， a, € A,， 都 存在 
Hz TX) EEC ;使 UF 一 9 [a …, asj. 设 T 
是 Peano 算术 理论 ，3(7x)=={z 关 0，z 半 So，zx 关 SSo,，…}). 则 人 
的 标准 模型 省 略 (zx),T 的 非 标准 模型 实现 2(z). 

设 TT 是 序 域 理论 ，3(zx)=={z 之 1，z 之 1 十 1，…}， 则 阿 基 米 
德 序 域 省 略 (x), 例如 实数 ,复数 域 省 略 (zx)， 而 非 阿 基 米 德 
域 实现 5(z). 

弓 的 公式 集 PCz，…，z) 如 果 是 极 大 和 谐 的 公式 集 ， 则 称 
为 多 的 变 元 mi，…，z 的 型 。 设 红 是 红 的 模型 ,ai，…，cE 
4， 令 

T(z )= {HT Ts): FF9La va])， 

则 工 (zi,，…，, zx,) 是 极 大 和 谐 公 式 集 , 称 为 模型 2 的 元 素 a，…， 
a 实现 的 型 。 

设 和 是 实数 序 域 , 任 a, bE 4, 如 果 a 关 6b, 不 妨 设 a<b, 则 
存在 有 理 数 r 一 万 , 使 a<r<b， 这 时 mz<n 是 序 域 语言 中 公式 ， 
其 中 mz 是 {x 十 … 十 x} 的 简写 , x 是 1 十 … 十 1 的 简写 , 令 T(x)， 

A gE yx 


mi 不 
T(x) 分别 是 2 的 元 素 a, 4 实现 的 型 , 则 由 名 中 ma<n, mb 拉 
nn 知 mzr<n€ET(z), mz 二 nT,(z). 这 样 2 中 任意 两 个 不 同 的 
元 素 实 现 不 同 的 型 。 因 此 模型 al 有 不 可 数 多 个 单 变 元 的 型 。 
命题 7.2.1 设 和 是 形式 语言 , 了 是 红 的 理论 ， 
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Zlz1，*…，zn) 是 弓 的 公式 集 ， 则 以 下 三 条 件 互相 等 价 ， 

(I) T 有 一 个 模型 实现 3Czi，…，xz); 

(CI ) 3(Cz， …， zu) 的 每 个 有 限 子 集 都 被 T 的 某 个 模型 实现 ; 

( 丰 ) 3(Cz，…，xzo) 的 每 个 有 限 子 集 都 与 了 和 谐 ， 即 对 任意 
有 限 个 公式 了 (zzo) 和 9g(Czyzo)EZECrzn)， 
TU{(3az…zn(mA… 人 gz…zo)) 和 谐 。 

证 明 〈I) 汪 (CI) 一 (下 ) 是 显然 的 .证 (下 ) 僵 ( 工 ). 令 cv， 
cu 是 互 不 相同 的 新 常量 ， 由 〈 下 ) 可 知 TUE (cv，…，c*) 有 限 
和 谐 , 由 紧 致 性 定理 TU 3Cc,…，,c,) 有 模型 (2U，al，…，a,), 则 
归 约 模型 EET, 且 人 UE3 [a al 1 

设 rz …，z) 是 红 的 公式 ,了 是 红 的 理论 如 果 
TU{3az…zez…yz)} 和谐， 就 称 公 式 p (x1，…, x。) 与 理论 
7 和 谐 。 由 命题 7. 2. 19《x1，…，, zx.) 与 了 和谐 当 且 仅 当 T 有 模型 
实现 zi，…，xzv). 

设 3Cz，…，z) 是 双 的 公式 集 , 工 是 到 的 理论 ,如果 存 
在 与 了 和 谐 的 公式 zi，…，z)， 使 对 任意 公式 
czyz)EZSCnz). 都 有 Two, 就 称 理论 7 局 部 实现 
Z(Czi，…，z). 这 里 TH 上 woc 是 
TFFEVz…zv(P(z yz) 一 ao(Czi…yz)) 的 简写 . 

如 果 理 论 T 不 局 部 实现 (zi，…，xz,)， 就 称 了 局 部 省 略 
(zi1，"…，X,), 易 见 了 局 部 省 略 3Cz，…，xz,) 当 且 仅 当 对 任意 
一 个 与 了 和 谐 的 公式 yz，…，z,)， 都 有 公式 
areyzo)EZSCz…z)， 使 了 与 BA 一 cCz，…，xz) 和 谐 。 

命题 7.2.2 设 T 是 完全 理论 ，T 有 模型 省 略 公 式 集 
3(Cz，…，xz), 则 了 局 部 省 略 了 Czi，…，xzv). 

证 明 设 T 局 部 实现 (zl,…, xz,), 则 存在 与 了 和谐 的 公 
" 式 9 (zi，…，xzw)， 使 对 任意 公式 c(zi, yz)EZSCz…zo) ,都 
有 TFEg>o， 由 于 TT 是 完全 理论 , TU {3z…z9z1,… ,zn)) 和 
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谐 , 则 TE3z…zglzi，…，, x,). 因此 , 对 了 的 任意 模型 和, 都 
存在 ww …、wE4 使 和 FF [al，…，a,]， 这 样 对 任意 公式 
ao)EESCr…z) ,都 有 Fo [au，…a]j， 于 是 
aeF3S[o，…， oj, 即 工 的 任意 模型 实现 ZCzi，…z,)， 得 到 矛 
盾 。 | 

作为 上 述 命题 7. 2. 2 的 逆 命题 ， 我 们 有 如 下 定理 。 

定理 7.2.3 《〈 省 略 型 定理 ) ” 设 和 是 可 数 语言 ,人 是 纪 的 
和 谐 理论 , 7 局 部 省 略 公式 集 ZCz, …，z,), 则 T 有 一 个 可 数 模 
型 省 略 了 Cz，…，xzn)， . 

证 明 为 简明 起 见 ， 我 们 只 对 单 变量 公式 集 3(x) 证 明 上 述 
定理 ， 对 (x.…x,) 的 情况 的 证 明 是 完全 一 样 的 。 

令 C= {co, cu …} 是 不 在 红 中 出 现 的 可 数 多 个 新 常量 ， 令 
5 二 UC，, 经 ' 仍 是 可 数 语言 . 列 出 双 的 全 部 句子 : m，J， 儿 ， 
…9，…n<w， 归 纳 地 构造 弓 ' 的 句子 集 的 递增 序列 ， 

T=ToCTCTC…CTC…，m<o， 
使 满足 下 列 四 个 条 件 : 

(1) 对 每 个 <w, 7 是 了 的 有 限 扩充 , 7。 是 5Y' 中 和 谐 理 
论 ; 

(2) 对 任意 mw，9m ETT， 或 一 pr ET 

(3) 车, ET， 且 二 3zp(x), 则 有 常量 cEC, cj 不 出 
现 于 TT, 及 9 中， co 天 co， 使 %Cco)ET。i; 

(4) 对 每 个 mm<ow， 都 有 一 个 公式 cCz)EYCz)， 使 
一 0O(co) ET 

设 T。 已 构造，T。=TU{bCcoco) gcoycn))， 
iCcosn* ,cn)，,…,0.《co,…,c,) 是 SY' 中 有 限 多 个 句子 ， 新 常量 都 在 
coy， Cr 之 中 令 9=0 人 … 人 bg (co，…c)， 由 于 T。 和 谐 ， 知 
g(zo，…，xz) 与 和谐， 不 妨 设 0 过 ms 入 za， 仿 
8 (zo) 一 3zo…zo-izorizg(zoyz) 则 9 (ze) 与 了 了 和谐。 如 
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果 m>ny 则 令 9 (zw) 王 3z…zgCrzo…zo)). 由 了 局 部 省 略 (x) 
知 存 在 o(x)E3(z), 使 TT 与 9 (x,/x) 人 和 一 olx) 和 谐 。 因此 有 
TUi& (cw) 人 一 olc,)} 和 谐 。 这 样 TU {一 olc,)} 和 谐 ， 可 以 把 
一 olcw) 添 加 进 ,41 而 使 (4) 成 立 。 

设 4 与 T.U{ 一 c(Cco))》 和 谐 则 令 sETni， 否则 令 
一 ETmr1, 这 样 有 2) 成立。 

若 9V 与 TU 一 cCco)} 和 谐 , 且 =3xy《z), 取 不 在 T， 及 
olcm) 中 出 现 的 C 中 第 一 个 常量 c。， 则 y(c。) 与 T,U {一 ole) ,9) 
和 谐 ， 令 VCco)ET。 这 样 (3) 成 立 。 

由 以 上 构造 ，T,+ ,是 Tv。 增加 有 限 个 句子 构成 的 和 谐 句子 集 ， 
因此 (1) 成 立 。 这 样 归纳 构造 完成 。 

令 T.= U7T,. 由 (2) 知 T. 是 经 中 极 大 和 谐 句子 集 。 因 此 
7T。 有 模型 2B' = 〈( 儿 ，6b。，b1，…)， 其 中 6b。，b1，…， 分别 是 c， 
Cp, 的 解释 。 

令 4= {bb1，…} CB, 由 (3) 及 $2.2 例 4 知 4 对 纤 的 
函数 及 常量 封闭 。 因 此 由 4 作 论 域 可 生成 的 子 模型 2'， 
2U'=( 人 ,bo,b1,…).U 是 红 的 可 数 模型 。 

对 弓 ' 的 句子 的 复杂 性 不 难 证 明 ， 对 任意 句子 9，9ET.。 当 且 
仅 当 上 9。 

9 是 原子 句子 时 ， 和 上? 当 且 仅 当 有 FFp 当 且 仅 当 9ET。 
9 一 及 人 久 ,9 一 一 9， 由 归纳 易 证 。 

设 8=3zy(z)， 如 果 色 "上 3zyCz)， 则 存在 cEC， 使 
liFYWGc) ,由 归纳 假设 4(Cc)ET。, 由 了 。 极 大 和 谐 知 3zy(z)ET。 
如 果 3zyg(z)ET.， 则 由 (3) 必 有 cEC 使 %co)ET。 从 而 
WU' Eyle,). WU'FEIryz). 

由 此 我 们 有 和 "上 FT。 又 因为 TCT。, 所 以 FFT.， 再 由 7T。 
的 构造 (4) 知 2 省 略 SCz)。 下 
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结合 命题 7. 2. 2 和 定理 7. 2. 3， 我 们 得 到 如 下 推论 。 

推论 7.2.4 设 和 是 可 数 语言 ,T 是 弓 的 和 谐 理论 , 则 T 有 
一 个 可 数 模型 省 略 公 式 集 互 (zi，…，zs) 当 且 仅 当 T 有 完全 扩充 
工 局 部 省 略 了 (zi，…，xzu)。 

证 明 (=>) 设 了 有 可 数 模 型 2 省 略 (zy,…z,)， 令 
T=Th2. 则 TT 是 完全 理论 ，T 有 可 数 模型 UW 省 略 
(zr1，…，X,) .由 命题 7.2.2, 了 局 部 省 略 2(zi，*…，z,). 

(二 ) 设 工 局 部 省 略 (x,，…，x,)， 由 定理 7.2.3, TT 有 可 
数 模型 省 略 5(z,，…，z,)， 而 此 即 了 的 可 数 模型 。 上 

省 略 型 定理 是 构造 模型 的 一 个 有 效 方 法 ， 在 模型 论 中 有 许多 
应 用 。 下 面 介绍 省 略 型 定理 在 wo 逻辑 中 的 一 个 应 用 。 

令 和 = (十 ,。，S，0} 其 中 十 , 。， 是 二 元 函数 符号 , S 是 
一 元 函数 符号 , 也 称 为 后 继 函数 符号 , 记 1 一 S0，2 一 SS0，…. 令 
w 二 {0，1，2，…}， 以 w 为 论 域 的 模型 =(w， 十 ，，，S，0) 
称 为 模型 。 令 3(x)= {zx 关 0, zx 关 1, xz 关 2,…} 是 经 的 公式 集 。 
易 见 w 模型 2 省 略 2(z). 反 过 来 ,经 中 任意 一 个 省 略 3(z) 的 
可 数 无 限 模型 是 w 模型 。 

设 了 是 终 的 一 个 理论 。 如 果 双 中 不 存在 公式 %z) 能 使 
TFYO0O TFI)，TFE22)，…， 且 TFF3z 一 wz)， 则 称 了 为 
和 谐 的 理论 ， 如 果 对 纪 中 的 每 个 公式 p(x)， 只 要 Tg(0)， 
THFY1),7 上 MX2)，…, 就 有 TFYVzp(z), 就 称 了 是 w 完 全 理论 。 

命题 7.2.5 设 人 是 乞 的 和 谐 理论 证明 

(i) 如 果 荆 是 ww 完全 理论 ， 则 了 T 有 w 模 型， 

(ii) 如 果 T 有 一 个 中 模型 ， 则 了 是 ”和谐 理 论 。 

证 明 《ii) 是 显然 的 , 我 们 只 证 明 (), 设 工 是 w 完全 理论 ， 
先 证 明了 局 部 省 略 公 式 集 2(z) 二 {zx 关 0, z 关 1, xz 天 2，…). 设 红 
的 公式 9(x) 与 了 和 谐 , 则 人 世 Yz 一 9Cz), 由 了 是 ww 完全 理论 知 
不 能 同时 有 T 片 一 0 (0)，T 片 一 9 (1)，T 片 一 5 (2)，… 这 样 必 存 
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在 一 个 n<w, 使 工人 世 一 gz)， 因 此 TU{bCz)》 和谐. 这 样 了 与 
0(z) 人 Az= 和 谐 , 也 就 是 了 T 与 6(x) 人 一 (x 关 n) 和 谐 ， 由 
Z 天 mrEZCz), 知 7T 局 部 省 略 3Cz). 

由 省 略 模型 定理 知 7 有 可 数 模型 2 省 略 (zx). 这 个 模型 必 
是 模型 。 | 

在 含 十 ,。，,S, 0 的 一 阶 形式 语言 乡 中 增加 如 下 一 条 新 的 规 
则 ， 得 到 w 逻辑 : 

由 0)，HY1)，9?p(2)，… 得 Vzp(z)， 

其 中 wz) 是 红 的 任意 公式 ， 称 这 一 新 规则 为 w 规则。 

定理 7.2.6 (〈w 完 全 性 定理 ) 语言 红 的 一 个 理论 了 在 w 逮 
辑 中 和 谐 当 且 仅 当 了 有 ww 模型 。 

证 明 令 T= {p: TH-p, p 是 乡 的 句子 )， 其 中 T 片 p 表 示 
在 w 逻 辑 中 有 句子 集 了 到 9 的 一 个 推演 证 明 。 这 时 了 在 ww 逻辑 中 
和 谐 当 且 仅 当 T 在 乡 中 和 谐 , 而 是 完备 的 理论 ， 由 定理 
7.2.5 了 有 ww 模型 因此 TT 有 ww 模 型 。1 

定理 7.2.7 w 膛 辑 中 紧 致 性 定理 不 成 立 . 

证 明 设 乡 中 含有 十 ，*，S，0, 以 及 一 个 常量 符号 c. 令 
T= {c 关 0, c 关 1, c 关 2, …, 3x (c=7x))}, TT 是 红 的 句子 集 。 易 
见 在 逻辑 中 了 的 任意 有 限 子 集 都 有 模型 . 但 任意 模型 中 人 
不 成 立 ， 由 定理 7.2.6 了 在 w 逻 辑 中 不 和 谐 。 1 上 : 

我 们 已 经 证 明 对 有 限 多 个 变 元 的 公式 集 (zi，…，, xz,) 的 省 
略 型 定理 。 下 面 的 例子 说 明 对 无 限 多 个 变 元 的 公式 集 


三 (zo，zi，xzz，…)， 省 略 型 定理 不 成 立 。 
设 芭 = {<}, 了 是 双 的 无 端点 稠密 线性 序 理 论 ， 令 
2= (zi<zo，z<T，z<z，…}), 其 中 z<y 是 zx 和 yAz 尖 > 的 


简写 纪 的 任意 一 个 可 数 模型 2, 2 省 略 三 当 上 且 仅 当 2U 是 良 序 

模型 。 但 了 没有 良 序 模型 。 因 此 了 的 任意 模型 都 不 省 略 3. 然而 ， 

对 任意 公式 p (Zz1) 1 Xa), 如 果 了 与 9 (rz，…，z) 和 谐 ， 则 
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有 za<iEE, 使 了 与 PFC )A(--z4.s 达 zi41) 和 谐 。 
这 就 是 说 了 局 部 省 略 公 式 集 2. 
虽然 对 无 限 多 个 变 元 的 公式 焦 省 略 型 定理 不 成 立 ， 但 是 对 无 
限 多 个 有 限 变 元 的 公式 集 仍 有 省 略 型 定理 。 
定理 7.2.8 设 纪 是 可 数 语言 , 了 是 给 的 和 谐 理论 。 
Cr 
的 公式 集 ， 如 果 了 局 部 省 略 每 个 互 C(zi，…，xzw),， 则 了 有 可 数 模 
型 省 略 所 有 的 互 Czi，…，xzw)， 
证 明 仿照 定理 7.2.3 的 证 明 , 令 经 = 和 芭 UC， 其 中 C= 
{cos ci， …} 是 可 数 多 个 新 常量 的 集合 , 以 C" 记 C 的 常量 的 元 
组 的 全 体 组 成 的 集合 , 以 ,si，…， 记 C" 的 一 个 枚 举 ， 即 每 个 
s 都 是 C 的 个 常量 组 成 的 序 对 。 这 样 得 到 如 下 一 表 : 
中 ， 53，sl，"… CC 的 元 组 的 枚 举 
忠 ，5，53，* C 的 ,元 组 的 枚 举 
3 时 ，… C 的 ma 元 组 的 枚 举 


列 出 人 的 全 部 句子 ; WP，…，9n，*…， 构造 的 和 谐 理 
论 的 递增 序列 

7T=ToCT' CT:C…CT。.C…， 使 

(i) 对 每 个 mw,，T。 是 并 的 有 限 扩充 ，T。 和谐 ; 

(ii) 对 任意 <o， 纪 ET 或 一 % ET 

(iii) 如 果 9ET。i， 9 二 3zy(z),， 则 有 常量 cEC, ce 不 在 
TU (9) 中 出 现 . cS%, rm, 使 gCcp)ET,i1; 

(iv) 对 每 个 rm, 都 有 公式 oz ,zx )E2(ri…* ,7,) ,使 
0(S%) ET 

令 T.= UT.， 与 定理 7.2.3 证 明 一 样 可 得 到 可 数 模型 
liFT2l = (2U， co a，…). 这 样 上 斤 T， 人 UU 省 略 每 个 
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7.2.1 设 工 是 可 数 语言 到 的 完全 理论 , T(z1) ,T(x2)， 
Tai(z)，… 是 区 的 可 数 多 个 公式 集 ， 对 每 个 na<w，F.Cz,) 与 了 
和 谐 ， 则 7" 有 一 个 可 数 异型 能 实现 所 有 公式 集 也 (xz,). 

7.2.2 设 丝 可 数 ,T 是 这 的 和 谐 理论 ,公式 集 2(x),ACy) 
都 与 和谐, 对 红 的 任意 公式 PCz，y)， 都 存在 cCz)EZ(z) ,对 
任意 9 07) ,CEAC)， 如 果 (9，0、…，6) 与 ?了 和谐， 
则 {g, 61，…, 6,， 一 5} 与 了 和 谐 . 证 明 T 有 可 数 模型 实现 ACy) 
省 略 (x)。 

7.2.3 设 纺 可 数 , T 是 红 的 完全 理论 ，5o (zx),3,(x)， 
3.(x),… 是 的 公式 集 ,对 每 个 n<<w,7 有 模型 li 省略,(x)， 
则 7 有 模型 2 省 略 每 个 公式 集 马 (z)， 

7.2.4 证 明 L 一 S 一 T 定理 在 'w 逻辑 中 不 成 立 。 


$7.3 内 插 定理 


与 省 略 型 定理 一 样 ， 内 插 定 理 也 是 模型 论 的 重要 定理 。 内 插 
定理 有 各 种 形式 ,我 们 只 证 明 Craig 内 插 定理 , 并 给 出 它 的 几 个 应 
用 。 

定理 7.3.1 (Craig 内 插 定理 ) 设 p，y 是 两 个 句子 ， 

外 -%， 则 存在 句子 2， 使 

() gH 0, oF y; 

(ii) 0 中 出 现 的 每 个 非 逻辑 符号 ， 都 在 w,， 少 中 同时 出 现 。 

注意 2, 少 中 可 以 没有 同时 出 现 的 非 罗 辑 符号 。 例 如 ”是 恒 假 
式 ， 或 少 是 便 真 式 时 ， 可 以 取 0 为 只 含 等 号 的 便 假 式 。 
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证 明 假设 Craig 内 揪 定 理 不 成 立 ， 我 们 证 明 pH y， 即 
9 人 一 % 有 模型 。 

设 纪 是 9 少 中 出 现 的 全 体 非 逻辑 符号 组 成 的 语言 ， 经 ， 双 ， 
分 别 是 pg 和 vy 中 非 逻 辑 符号 组 成 的 语言 ，5。 是 9、y 中 同时 出 现 
的 非 逻 辑 符 号 组 成 的 语言 ， 易 见 有 LUL=L, HNL,= Lo. 

令 C 是 可 数 新 常量 集 ,， 0o= 人 UC, 51= UC， 
;==51UC,S'== 人 UC. 设 , T、U 分 别 是 1!,，5', 上 理论 ， 
9 是 经。 的 句子 , 称 0 分 离 T,U, 如 果 有 了 人 片 0, U 片 一 .如果 
经 。 中 任何 句子 都 不 分 离 卫 ，U， 则 称 了 ，U 不 可 分 。 由 此 可 以 判 
定 p， 一 y 不 可 分 。 不 然 有 句子 9 《ct，…，c,) 分 离 9 和 一 y， 则 
p00)c) ,一 少 上 一 0(c cs)， 由 cj，…，c, 是 新 常量 ， 
9 上 Yzi 和 zab(Cziyzo). 一 少 片 一 zzsb(z…yzo) 后 式 可 
变 为 yzi…zbgCzzo) 上 人 这 样 mw % 有 内 插 公 人 式 
Yxzi…zgCz…yzo) ,与 假设 不 符 。 

下 面 我 们 证 明 在 经 , 和 经 ,中 {9}、{ 一 J) 可 以 分 别 扩充 为 
极 大 和 谐 句子 集 T 和 U,， 使 T,U 仍 不 可 分 。 

枚 举 经 ， 和 52', 的 全 部 句子 : 

Ry PD Py a Mw 

por Ps par rs pny mw 

归纳 构造 5'，,，5Y', 的 递增 的 句子 集 序列 : 

{9}=T,CTIC…CT,.C 

{ 一 分 一 UoCUC…CU。C… 

使 对 每 个 < 

GD) .与 U。 是 不 可 分 的 有 限 句子 集 ; 

(2) 车 TU {go) 与 0 不 可 分 , 有 ETwns 

若 T。+: 与 Un U {ym} 不 可 分 ， 有 YnEUntis 

(3) 若 mET。i 且 H 一 3zc(Cz) 则 有 cEC, 使 olc)ET。4i; 
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若 加 EU 且 加 =3z6(z),， 则 有 dEC, 使 6d)EUmn, 以 上 
c、d 均 不 在 T。，U。，9 及 加 中 出 现 。 

设 T。，U。 已 构造 ， 如 果 T:i，U。+i 已 按 (2)、(3) 要 求 构 
造 , 我 们 证 明 T。+， UV。+i 仍 满足 (1). 显然 只 要 考虑 o(c) ET。+i， 
6(d)EUm+! 的 情况 。 

设 {8}UT, 与 VU 不可分, c 不 在 Tm。U {qn) 中 出 现 ， 我 们 
证 明 T。+1 与 U。 也 不 可 分 . 设 T。+4 与 U。 可 分 ， 则 存在 2', 的 句 
子 blc, ca，…，c.) 使 

TU {gp}U {oO)}H Occ sec,) 

U, -0c sc,) 

因此 有 TU {8} 上 -olc)>0lcyc,…,c,)， 由 于 c 不 在 T。, 9 
及 U。 中 出 现 ， 由 命题 2. 2. 2 和 练习 2. 2.1 有 

TU{g} 上 3zo(Cz) 一 3zpg(zyclyco) 

及 U» -Yr—0(zsc myc) 
后 式 等 价 于 U。 片 一 3zb(zycl,…vcv), 由 也 一 3zoCz), 前 式 等 价 
于 

T»U {pn} -3AzOzr ,a ,sn). 

这 样 便 有 Tv U {g) 与 UV。 可 分 , 得 到 矛盾 ! 这 就 证 明了 ,41 与 U， 
不 可 分 。 同 理 可 证 当 5(d)EUV。+ 时 也 有 Tu。+: 与 U。+: 不 可 分 。 这 就 
归纳 证 明了 Tri，U-+ 满 足 (1). 

令 T. 一 Tm，U. 一 UU， 容易 看 出 T. 与 U. 也 不 可 分 , 这 
样 T。，U, 都 是 和 谐 句 子 集 。 

我 们 进一步 证 明了 了。.，U, 分 别 是 人 2' 与 2'; 的 极 大 和 谐 句 子 
集 。 

设 T. 不 极 大 和 谐 ， 则 存在 2', 的 句子 p。， 使 wm & 工 。， 
一 g. 冬 T-. 这 时 TU {9) 与 U。 必 可 分 。 这 样 存在 52'。 的 句子 0， 
使 TaU {9} 片 2，U。 片 一 0， 前 式 等 价 于 T。 上 pr 一 9， 总 之 有 
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To 上 wb,U。 上 一 0 同时 又 必 有 某 z<w， 使 经 中 句子 
p= 一 8. T, 与 U, 亦 不 可 分 。 因 此 存在 绎 ,句子 9 使 
TUito}H 2 ， UHF 一 % ,前 式 等 价 于 TH 一 &b， 即 
T, 上 一 pl. 总 之 有 T。 片 一 和 -0 ，U 上 -一 0 

合 以 上 两 种 结果 用 练习 1. 3. 10 可 得 T。 片 90V9 ,和 片 一 2 人 
一 9. 但 后 者 即 U。 片 一 (0V& )， 这 样 T。 与 U。 可 分 。 又 得 到 矛 . 
盾 ! 这 说 明了 T.。 极 大 和 谐 。 同 时 坟 . 也 是 极 大 和 谐 。 

我 们 再 证 明 TU 是 5'。 中 极 大 和 谐 句 子 集 。 

对 52'。 中 任意 句子 o. 由 TI。 的 极 大 和 谐 性 知 或 vcET. 或 
一 o€ET。; 或 一 EU 或 cEU。 但 由 7 与 UV 的 不 可 分 性 , 不 能 
有 oET。 且 一 oE€U。， 也 不 能 有 一 o ET。 且 oco€U。， 这样 只 能 
oE€TNU, 或 Jo€ETfU。. 这 就 说 明 7TU。 是 经。 中 极 大 和 谐 
句子 集 。 

令 到 ,的 模型 史上 HT， 到 ,= (加, bb，…)， 其 中 避 
是 C 中 常量 c, 的 解释 . 由 7 的 构造 (3), 知 由 子 集 4,= {bs bi， 
0} 可 以 构造 Bl 的 子 模型 Qi,= (人 2， bo, bi, “0)» 仍 有 
li 上 FT 

同样 有 <'， 的 模型 %'， FFU, ,一 (%,, do, di，…)， 其 
中 d, 是 C 中 常量 c, 的 解释 令 A4:= {do di, …}， 则 
， :一 (2 do。o，d,…) 是 名 ， 的 子 模型 ， 2', FU.. 

这 时 ，2C'1，2', 的 经 归 约 模型 Zi ， 都 是 TMU 的 
模型 由 于 T.NU 极 大 和 谐 ， 有 人 2, 二 QU,， 又 因为 U1， 2 中 
每 个 元 素 都 是 常量 的 解释 ， 因 此 有 f: li 伍 2 ， 对 每 个 nr<w， 
f(b,) 二 dd,. 不 妨 把 56,，d 看 作 同 一 个 元 素 , 使 2 人 Us 看 成 同一 
个 模型 QU， 我 们 可 以 由 和 得 到 弓 ' 膨胀 模 型 多" ， 使 il 的 2， 
归 约 是 多,， 色 : 归 约 是 U',. 这 样 和 FT UU。 从 而 
UFp 人 一 yp, 与 题 设 p 上 -Jy 牙 秆 。 下 

我 们 给 出 内 插 定理 应 用 的 两 个 例子 。 
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令 了 ,PP' 是 不 在 语言 红 中 出 现 的 新 的 x 元 关系 符号 , 令 3(P) 
是 膨胀 语言 乡 U {P} 中 句子 集 . 3(P') 是 把 3CP) 中 每 个 句子 中 
出 现 的 所 有 的 P 都 换 成 P' 得 到 的 句子 集 。 称 3(P) 隐 定 义 P, 如 
果 

(1) BECP)YUSBCp HF Yr zx PlrT x) oP’ (rn)) 

设 久 是 红 的 模型 , 令 (2QU,R) 是 在 红 U {P} 中 的 膨胀 模 
型 , 即 在 各 中 增加 定义 4 上 x 元 关系 R 作 为 P 的 解释 ,同样 , 令 ! 
(人 U,R') 是 纹 在 乡 U({P'} 中 的 膨胀 模型 。 如果 5《(P) 隐 定义 PP， 
(ZU,RMESCP), (UR )ELP') ,NN 
(多 ,R,R) 上 ES5(P)UECP')。, 由 (1) 有 R=R', 这 样 5(P) 隐 定义 
了 的 语义 解释 是 :如 果 ( 公 ,R),(2U,R') 都 是 2(P) 的 模型 , 则 R= 
R'。 换 句 话 说 ， 红 的 模型 只 有 唯一 的 一 种 膨胀 (ZZ，R)， 使 
(CR)EEECP)。 

称 2(P) 显 定义 已 ， 如 果 经 中 有 公式 zi，…，z) 使 

(2) SPF Yr (PTT) rg Ti,)) 

显然 ， 如果 CP) 显 定义 了 ， 则 必 有 3(P》 隐 定义 了 ， 以 下 
的 定理 说 明 反 过 来 也 对 。 

定理 7. 3.2 (Beth 定理 ) 3(P) 隐 定 义 P 当 目 仅 当 B(P) 显 
定义 P。 

证 明 只 要 证 明 一 个 方向 , 设 3(P) 隐 定义 P， 令 
2 =2U(P， 已 ，c，…， co 其 中 心 …，c, 是 互 不 相同 的 新 
常量 。 由 (1) 有 

BPYUEPOF Poser sce) >(P' (ce yc) 
这 样 必 有 有 限 子 集 ACP)CECP),ACPD)CES(CP)， 使 
4ACP)UACP') 上 上 PC(c…co) 一 PCc…co)。 令 Y%CP) 是 ACP) 的 
合 取 ， 则 %(P' ) 是 ACP' ?的 合 取 。 这 样 有 

pCPYAGPOF Play se) >P' (cc) 
由 演绎 定理 上 式 等 价 于 
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pCP)APle sse) GP')—>P’ (ci,**c,)。 
由 Craig 内 插 定理 ， 存 在 乡 U {cl，…，c,》 的 句子 bl ，…*，, c,)， 
0《c1，…，c,) 中 不 出 现 P，P'， 使 

(3) y(P)APlei,*"* sc )} Oc sc,) 

(4) Oc sc) HF GCP)—>P' (ci se,) 

由 〈3) 可 得 

(5) %CP) 上 已 (cco) 一 0(ciycns) 
把 (4) 式 中 P' 换 成 P 可 得 9Cc1,… ,ci) 片 J(P) 一 Plc1,…,c,) 从 而 
有 

C6) %CP)H Glee) Pye sc) 
合 (5)，(6) 两 式 得 到 yy(P)H 上 Plas,c)0(c1 ,Cc,) 
由 于 cc, 不 在 y(P) 中 出 现 ， 又 y(P) 是 写 (P) 的 子 集 的 合 取 
式 ， 因 此 

EP Yr zr, (Pry TO Ty Ts)) 

这 样 ，5(P) 显 定义 P. 外 

定理 7. 3.3 (Robinson 和 谐 定 理 ) 设 &,, 经 , 是 两 个 语言 ， 
Y= NL, 设 T, TT, 分 别 是 经 ， 红 , 的 和 谐 理 论 ， TNT,= 
了 T 了 是 综 的 完全 理论 ， 则 TUT, 是 经 ,Us 的 和 谐 理论 。 

证 明 设 T,UT, 不 和 谐 , 则 必 有 有 限 子 集 CT), 5,CT,， 
' 使 U5, 不 和 谐 。 令 o，o; 分 别 是 3,，5。 的 合 取 ， 由 oA 人 o; 不 
和 谐 有 om 片 一 cx*， 再 由 Craig 内 插 定理 存在 乡 中 句子 6， 使 
o 片 0,0 片 一 cz， 由 后 式 有 co 片 一 9， 这 样 有 T, 上 9, T, 片 一 0， 
由 于 T, 是 和 谐 理论 ,因此 T, 颖 一 9, 同样 由 7 和谐 得 T, 纹 9. 这 
样 既 不 能 有 7T, 站 7T, 瞩 9， 也 不 能 有 T), 几 T; 上 太一 9， 从 而 与 
TimnT:=7 是 红 的 完全 理论 矛盾 | 上 

Robinson 和 谐 定 理 中 的 假设 7T, 门 T,=T 是 乡 的 完全 理论 
是 不 可 缺少 的 。 如 果 了 不 完全 ， 则 可 以 有 句子 p, 使 TU {9)， 
TU (一 外 都 和 谐 。 而 TU{?， 一 ?显然 是 不 和 谐 的 。 
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事实 上 ， 由 Robinson 和 谐 定理 也 可 以 导出 Craig 内 插 定理 。 
因此 这 两 个 定理 是 等 价 的 。 而 用 初等 链 定理 可 以 直接 证 明 
Robinson 和 谐 定 理 ， 有 兴趣 的 读者 可 参阅 [MT]. 

内 插 定 理 还 有 更 强 的 形式 : 

定理 7.3.4 《Lyndon 内 插 定理 ) 设 语言 乡 中 不 含 函数 符 
号 和 常量 符号 。 如 果 纪 的 句子 pq, 少 有 9 片 %， 则 纪 中 一 定 有 句 
子 0， 使 

CD pF- 0, oF y; 

(ii) 9 中 正 出 现 的 关系 符号 也 在 p, y 中 都 正 出 现 , 9 中 负 出 现 
的 关系 符号 在 gp，y 中 都 有 负 出 现 。 

定理 中 关系 符号 正 或 负 出 现 是 指 一 个 关系 符号 在 句子 中 出 现 
于 偶数 个 或 奇数 个 一 号 的 辖 域内 。 等 价 地 说 当 句 子 化 成 前 束 标准 
形 时 关系 符号 之 前 不 带 有 一 号 的 称 为 正 出 现 ， 关 系 符号 前 面 带 有 
一 号 的 称 为 负 出 现 。 

Lyndon 内 插 定理 的 证 明 与 Craig 内 插 定理 的 证 明 类 似 , 读者 
可 参阅 王 世 强 答 《 模 型 论 基 础 》 一 书 。 


练习 


7.3.1 设 T,T, 是 红 的 两 个 句子 集 ,TUT 不 和 谐 , 则 存 
在 红 的 句子 9, 9 中 出 现 的 非 逻 辑 符号 在 T,, T, 中 都 有 出 现 , 且 
TF 9p, T, 片 一 9。 

7.3.2 设 了 是 和 谐 理论 , T,T,T, 汪 ,7T, 7 都 是 了 的 
和 谐 扩 充 ， 举 例 说 明 Ti UT'。* 不 一 定 还 是 和 谐 理论 。 

7.3.3 证 明 Craig 内 捅 定理 对 公式 PCzi…zo) 与 VCzmzn) 
也 成 立 。 
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第 八 章 超 积 模型 


集合 论 中 , 由 两 个 集合 4、B 可 以 定义 他 们 的 乘积 集合 4X 8， 
由 一 个 集合 族 A,, i€7, 可 以 定义 他 们 的 乘积 卫 4,。 代 数学 中 , 同 
类 的 两 个 代数 结构 G,, Gs 可 以 定义 他 们 的 直 积 C,xG:, 同一 类 的 
代数 结构 族 C， iE7, 也 可 以 定义 直 积 卫 G;。 类 似 地 , 同一 语言 乡 
的 两 个 模型 4， 儿 ， 也 可 以 定义 直 积 模型 ZX 多，< 的 模型 族 
Ui, i€T, 也 可 以 定义 直 积 卫 2 对 乡 的 任何 一 个 句子 w 
&《x :到 -9 当 且 仅 当 apF9 且 B=p, 本 2p 当 且 仅 当 对 任意 
iE1,2F=g。 这 样 直 积 模型 的 语义 对 应 于 构成 直 积 的 所 有 模型 的 
语义 。 这 就 使 直 积 模型 在 模型 论 中 作用 不 大 。 直 积 模型 的 一 种 改 
进 就 是 超 积 模型 。 超 积 模型 的 语义 是 在 构成 超 积 的 模型 族 中 的 大 
多 数 模型 中 句子 9 成 立 , 9 就 在 超 积 中 成 立 。 这样 超 积 模型 比 直 积 
模型 的 意义 和 作用 要 大 得 多 .本章 我 们 简单 介绍 超 积 模型 的 构造 ， 
和 它 的 一 些 简单 应 用 。 


8$8.1 超 滤 集 


设 7 是 任意 一 个 非 空 集 合 , 5(1)= {z: zC7) 是 了 的 短 集 。 I 
的 一 些 子 集 组 成 的 集合 DCS(7) 称 为 了 的 一 个 滤 子 , 或 1 上 的 滤 
集 ， 如果 DD 满足 下 列 三 个 条 件 : 
(1) TED; 
(2) 如 果 X，YED,， 则 XNYED; 
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(3) 如 果 XED，XSYSET， 则 YED. 

例如 , D= {7}, 即 DD 中 只 有 全 集 T 本 身 。 易 见 DD 满足 (1)、 
(2) 和 (3), 因此 DD 是 一 个 滤 子 。 我 们 称 这 个 滤 集 为 了 的 平凡 的 
滤 。 另 一 个 特别 的 例子 是 也 =S (71) 即 D 是 了 的 备 集 。 称 这 个 滤 集 
为 1 的 非 真 滤 。T 上 任意 一 个 滤 集 D， 如 果 D 冯 SCI)， 则 称 DD 为 
真 滤 。 滤 集 DD 是 真 滤 当 且 仅 当 &D。 - 

设 1 是 非 空 集 , YE1, 令 D= {X: YCEXC7T). 则 了 满足 
(1)，(2) 和 (3). 称 DD 是 由 Y 生成 的 主 滤 。 

例 1 设 了 是 一 个 无 限 集 , 令 D= {X: XS7T, TX 有 限 }, 则 
DD 是 7 的 滤 集 ， 称 DD 是 Frechet 滤 。 

证 明 (1) T=， 空 集 是 有 限 集 ， 所 以 ITED. 

(2) 设 X,，YED, 即 IX, I\Y 都 有 限 , 则 I 八 (XNY) = 
(CNX) U CUNY) 仍 有 限 ， 因 此 XNYED. 

(3) 设 XED, 即 六 X 有 限 , 对 任意 子 集 YST, 如 果 XSY， 
则 六 YES 六 X， 因 此 TY 有 限 ， 这 样 YE D. 

由 (1)，(2) 和 (3) D 是 7 上 滤 集 。 上 

设 ESS (7), 即 已 是 7 的 一 些 子 集 的 集合 , 称 了 上 的 滤 集 万 
是 由 五 生成 的 滤 ， 如 果 刀 是 所 有 包含 天 的 7 上 滤 集 的 交 ， 即 
D= 们 {F:; ECF, 下 是 7 上 滤 集 }. 

如 果 了 7 的 子 集 的 集合 EE 中 有 有 限 个 集合 的 交 是 空 集 , 则 包含 
五 的 了 上 滤 都 是 非 真 滤 ， 因 此 无 生成 的 滤 是 非 真 滤 。 

称 7 的 子 集 的 集合 E 有 有 限 交 性 质 , 或 称 巨 保持 有 限 交 ,如 
果 E 中 任意 有 限 多 个 集合 的 交 都 非 空 。 

命题 8.1.1 设 ECS(1), E 关 BG, DD 是 E 生 成 的 滤 ， 则 

(i) D 是 T 上 滤 集 , EED; 

(i)D={X:XES(T), 存 在 YY.EE,Y NN… 站 YX); 

(iii》D 是 真 滤 当 且 仅 当 E 有 有 限 交 性 质 。 

证 明 (i) 只 要 证 明 I 上 任意 多 个 滤 集 的 交 仍 是 T 上 渡 集 ,我 
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们 把 证 明 留 给 读者 。 

(ii) 令 D'= {X: XES (1)， 存 在 Yi，…，7,E 匹 ,Yi 门 … 
门 Y,SX}, 则 易 见 ESD', 任 取 X,YED', 存在 Yi,，…,Y,, Zi， 
…，ZuE 匹 , 使 Zn pn SEX, Zn…nZ-SEY, 则 到 人 …Y， 
mn2n…Pz.EXnyY, 因此 XNYED', 即 D' 满 足 性 质 (2), 易 
见 显然 D' 满 足 性 质 (3)， 由 玖 非 空 ， 知 存在 YE 互 自 然 有 YST， 
因此 TED'， 忆 满足 性 质 (1)， 这 样 D 是 1 上 滤 集 。 因 此 
D'SN{F: FDE, F 是 1 上 滤 }, 即 DED'. 

反之 , 设 FDE, F 是 TT 上 滤 。 则 对 任意 Yl,…, Y,EE,， 有 
Yi，…，Y,E 玉 ,由 性 质 (2), Yi 门 … 丫 Y.EF，, 对 任意 XED', 存 
在 Yi,，…, Y.EE, 使 关门 … 败 Y.SX， 由 性 质 (3) 必 有 XEF. 
这 就 是 说 DSF， 因 此 有 DSN(F: FOE, F 是 TT 上 滤 },， 即 
D'ED. 

合 以 上 两 个 结论 就 有 D=D'. 

(iii) 设 DD 是 真 滤 ， 则 BD， 因 此 对 任意 Y，…,，Y.EE， 
产 间 … 几 NY, 关 如 。 即 E 有 有 限 交 性 质 。 反 之, 若 刀 有 有 限 交 性 质 ， 
则 B&DD. 1 

下 面 我 们 给 出 一 个 非常 有 用 的 例子 。 

例 2 令 ./ 是 一 个 无 限 集 , 令 T=.S。(J) 是 J 的 所 有 有 限 子 集 
的 集合 。 对 每 个 元 素 jEJ，, 令 j= (itET: j€Ei}, 即 j 是 J 的 全 
体 含 元 素 j 的 有 限 子 集 的 集合 。 令 EE= {7: jEJ)， 则 瓦 是 S(7) 
的 子 集 , 对 任意 六 ,，…, EE, 站 … 几 \ 训 = (iET: 1€i) 门 … 
N {i€1: j€i} = {i€T: ji, ,jn€i} #, 因此 E 有 有 限 
交 性 质 。 这 样 E 可 以 生成 上 真 滤 D， 事实 上 ， 

D= {XSI: 存在 j…， 训 EE, 广 介 … 门 和 SX})， 因 此 

XED, 当 上 且 仅 当 存在 六,… ,jEJ, 令 :io== {1 所) 
Xi€E1T, ioSi), 这 里 ，{i€1I, ioSi} 一 六 站 …… 六. 

设 1 是 非 空 集合 ，DSS(CI), 称 DD 是 I 上 超 滤 ， 如果 DD 是 了 
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上 滤 集 且 满 足 性 质 ， 

(4) 对 任意 XES(1),，XED 当 且 仅 当 I\X&D. 

称 刀 是 7 上 极 大 滤 , 若 DD 是 真 滤 且 1 上 不 存在 真 包 含 DD 的 真 滤 。 
有 时 称 DD 是 超 滤 而 不 说 是 集合 T 上 的 超 滤 ,这 时 非 空 集合 I= UD 
可 由 万 决定 。 

命题 8. 1. 2 DD 是 超 滤 当 且 仅 当 D 是 T 上 极 大 滤 。 

证 明 (=>) 设 D 是 超 滤 ， 则 DD 是 滤 ，ITED， 由 性 质 (4) 
IVM=&D, 因 此 D 是 真 渡 。 再 设 有 1 上 真 滤 D' 二 D， 如 果 有 
XED',XE&D， 则 I\XED 从 而 INXED'. 这 样 
XN (MX)=ZBED' 蔬 盾 . 因此 D=D' 是 极 大 滤 。 

(< 夺 )” 设 DD 是 极 大 滤 , 则 DD 是 真 滤 。 我 们 证 明 DD 满足 性 质 
(4). 任 取 XCI， 如 果 IXED， 则 必 有 XX&D， 否 则 
名 二 X 门 (NX)ED 与 D 是 真 滤 蔬 盾 。 如 果 I\XE&D， 则 对 任意 
YED, 必 有 XNMY 关 多 .否则 如 果 XNMY= 多 ， 则 YCI\X， 因此 
有 INXED 矛 盾 ) 。 这 样 DU {X} 有 有 限 交 性 质 ， 因 而 能 生成 T 上 
一 个 真 滤 D' 二 DU {X}， 由 DD 是 极 大 滤 必 有 D=D'， 因此 有 
XED,. 这 样 DD 满 足 (4)， 因 而 忆 是 超 滤 。 上 

命题 8. 1.3 〈 超 滤 定 理 ) 若 ECS(T)，, E 保持 有 限 交 ， 则 
存在 7 上 超 滤 D,，ECD. 

证 明 列 出 SC 的 全 部 元 素 Xi，X2:，…，Xe，…，p<w. 由 
无 保持 有 限 交 知 互 可 以 生成 I 上 真 滤 下 二 下 ， 我 们 构造 【上 真 滤 
的 递增 链 

下 =FoCRPC…CFoC…，p8<c， 。 

使 每 个 Bp<a, 如 果 IXp 仿 Fe, 则 XeEF6 由 TNXe 人 Fo， 及 Fo 
是 真 滤 可 知 FeU{Xes} 保 持 有 限 交 ,因此 可 取 Fe+; 为 FeU {Xp} 生 成 
的 真 滤 ， 对 极限 序数 y， 可 令 F,=U Fs. 易 证 Ff, 是 1 上 真 滤 。 令 
D= UFe. 则 马 是 了 上 真 滤 , 和 且 XED 当 且 仅 当 XE&D, 因此 DD 
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是 7 上 超 滤 。 1! 

推论 8.1.4 7 上 任意 一 个 真 滤 都 可 以 扩充 成 为 一 个 超 滤 。 

证 明 这 是 因为 任何 一 个 真 滤 都 保持 有 限 交 。 上 

设 XST, 由 {X} 生成 的 超 滤 叫做 主 超 滤 .任何 一 个 真主 滤 
都 可 以 扩充 成 一 个 主 超 滤 ( 见 练习 8. 1. 4). 但 是 , 由 生成 的 主 
滤 不 一 定 能 扩充 成 由 X 生成 的 主 超 滤 。 设 1 是 一 个 无 限 集 , i ET、 
则 他 可 以 生成 一 个 主 超 滤 D= {XSI : i€EX}). 而 对 任意 i,，jE1， 
i 关 j，{i, 放 ) 不 能 生成 主 超 滤 。 因 为 八 {i) 和 i) 两 者 之 中 必 有 
一 个 要 属于 超 滤 , 而 两 者 都 不 包含 (i, 放 . 无 限 集 7 上 的 Frechet 
滤 扩 充 而 成 的 超 滤 为 Frechet 超 滤 ， 易 见 Frechet 超 滤 不 是 主 超 
滤 , 因为 任何 有 限 子 集 都 不 属于 Frechet 超 滤 。 这 样 我 们 得 到 如 下 
命题 。 

命题 8. 1. 5 任何 无 限 集 民 上 都 有 非 主 超 滤 。 1 

应 用 这 个 命题 可 以 证 明 组 合 数学 中 著名 的 定理 Ramsey 定 
理 。 

定理 8. 1.6 (Ramsey 定理 ) 设 了 是 一 个 无 限 集 , ”是 个 正 
整数 , 以 [7 记 了 的 所 有 ) 元 子 集 组 成 的 集合 。 设 4, 是 [7 了 的 
任意 一 个 子 集 ; 4 = [ 门 \4 即 [站 CC4oU4 4o 们 4 二 名。 则 
存在 了 的 无 限 子 集 J， 使 [7]"C4。 或 [7]C4，. 

证 明 不 防 设 了 是 可 数 无 限 集 ， 否 则 可 以 取 了 的 一 个 可 数 子 
集 了 来 证 明定 理 正确 。 我 们 对 作 归 纳 证 明 。 当 n=1 时 定理 是 显 
然 的 。 设 n>1， 先 把 了 良 序 化 ， 并 排 成 一 列 : 

oi < mw 

设 忆 是 7 上 的 任意 一 个 非 主 超 滤 ， 比 如 是 由 工 上 Frechet 滤 
生成 的 超 滤 ， 易 见 对 每 个 mm<w，{ 人 ET :i,<i} ED 

设 7Y<n， 对 7 归纳 定义 [7 一 的 两 个 子 集 43 和 4 ”， 当 
7=0 时 , 令 4 一 4o， 4 一 4 ， 由 题 设 有 [1 全 AiUAi, 设 497， 
4 和 已 定义 并 且 满 足 [站 "47U417， 令 
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， 48 一 (<… 和 < (i€ET: yi<i 且 

(riE437) ED) 

4 一 (< < (fiET yi<i 且 
{yy ri EAT}ED}) 

我 们 证 明 [TSE43U4T 4 人 4 一 一 必 。 

设 mw<…<y-， :是 了 中 任意 一 7 一 1 元 , 对 任意 ;ET, 如 果 
yi<i， 有 {…y-r-z) E [7 一, 由 归纳 假设 有 
{yy EA 或 (yi E4 7 令 
X= {i€T: ri<i 且 (yi) E43 7)， 
Y= {i€IT: yr i (yz EAT’)}, 
则 XUYD {i€ET: yi<i}. 由 于 (i€1T :yn<i} ED, X 
UYCD. 由 DD 是 主 超 滤 , 必 有 XED 或 YED.，( 见 练习 8.1. 3). 
这 样 就 有 {yy yy-1)E A491， 或 {yy ，yn 1} E41 "1! ,从 
而 有 [1J"”! 导 4 下!'UAY ”归纳 构造 可 行 . 经 步 后 便 得 到 
A3，Ai 适合 1CAhUAi， 再 由 人 DD 是 超 滤 ，43ED 或 41ED。 由 
4 和 4 和 = 一世 , 易 证 4 一 :人 4 一 一 节 。 

先 设 44ED,， 在 7 中 归纳 地 选择 一 个 子 序列 ; 

jij 

第 一 步 取 jnE 4h43， 再 设 i 二 …<<j, 已 选 好 并 且 适 合 

(1)。 对 任意 7，1<7Y<n，(jo…jm} 中 任意 7 个 元 的 子 序列 

yi<…<% 都 有 {(y<…<yy)E 4 

现在 来 选取 jm. 对 任意 7, 对 (4,…，,jm) 中 任意 一 个 7 元 子 
序列 wm，…，y, 令 X y= {iET: yi {yyi} EAI， 
由 (1)。{2 ,yy} Eh? 及 A 的 构造 知 Xy…y;ED, 而 {jo…j} 是 
有 限 集 ， 它 的 所 有 子 序列 y,，…，y; 至 多 只 有 有 限 多 个 。 因 此 如 
上 定义 的 Xy,…yy 也 只 有 有 限 多 个 . 令 Y 是 所 有 Xy,…y; 的 交 , 由 
DD 是 滤 集 , 知 有 限 交 YE D， 由 于 DD 是 非 主 超 滤 , Y 必 是 无 限 集 ， 
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因此 存在 一 个 元 素 定义 为 ji1E€Y, 使 j, 过 jm+1. 由 Y 的 构造 可 知 
对 {jo, 2 jm+1} 仍 有 《1)m+1 成 立 。 

令 J= (jo，…， jm，*…}. J 中 任意 7 个 元 素 的 子 序列 y 过 … 
<y， 必 有 {ym，…，y} E45 二 Ao， 这 就 是 [J 了 Cho. 

如 果 A4iE€D， 则 同样 可 以 选取 J, 使 [JJCA. | 

Ramsey 定理 有 许多 应 用 。 本 书 $ 11. 2 中 也 有 它 的 一 个 应 用 。 


练习 


8.1.1 证 明了 7 上 任意 两 个 滤 集 的 交 仍 是 了 上 滤 集 。 

8.1.2 设 De,，p8<%, 是 T 上 真 滤 集 的 递增 链 ， 证 明 忆 Po 也 
是 7 上 真 滤 集 。 

8.1.3 设 D 是 1 上 真 滤 集 ,证明 DD 是 T 上 超 滤 当 且 仅 当 对 
任意 XX，YCI,，XUYED 当 且 仅 当 XED 或 YED. 

8.1.4 设 1 非 空 , i€1, D= {XCI: i€EX}, 证明 D 是 1 上 
主 超 滤 ， 由 此 证 明 任 何 一 个 真主 滤 都 可 扩充 为 主 超 滤 。 

8.1.5 设 了 无 限 ， 刀 是 I 上 主 超 滤 ， 证 明 存 在 ifE7Z7， 使 
D={XCI:iE€EX}), 妈 DD 是 由 {i) 生成 的 主 超 滤 。 

8.1.6 设 1 无 限 , D 是 1 上 任 一 非 主 超 滤 ， XX 是 DD 中 任 一 
元 ,证 明 匀 是 无 限 集 。 

8.1.7 设 了 是 有 限 集 , D 是 1 上 真 滤 ， 则 DD 是 7 的 主 滤 。 

8.1.8 设 z, >E7, zx,y 是 T 上 不 相同 的 两 个 元 素 , 证 明 存 
在 7 上 超 滤 D, 使 {z}€D,，{y}&D. 


$8.2 超 积 模型 


设 liiE7T, 是 一 阶 语言 2 的 一 个 模型 族 ,7 是非 空 指标 集 . 
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这 个 模型 族 的 论 域 组 成 一 个 非 空 集 族 {4.: zET), 令 4 一 区 4, 是 
集 族 的 卡 氏 积 ，4 中 每 个 元 素 都 是 一 个 函数 f，f 以 了 为 定义 域 ， 
对 每 个 iE€I, f(D) EA4i, 记 f=(f(20):i€ER). 

当 了 只 有 两 个 元 素 时 , 令 1= {0, 1}, 模型 族 只 有 两 个 模型 ， 
可 以 记 人 UU， 人 Ul 二 多 ， 论 域 族 的 卡 氏 积 就 是 普通 乘积 集合 
AXB. 4XB 中 每 个 元 素 f= (a,，6)， 岂 做 a, 5 的 序 对 ， 即 
f(0)=a€ A,f(1)=6EB. 

当 了 是 可 数 集 时 ， 可 以 设 I= {0, 1,，2, …}. 
LA=A XA XAX, 其 中 元 素 了 一 (ao， ai，az，…)， 即 对 每 
个 i€I, f()=a€ Ai. 

设 f,f.€4= 卫 A， 由 卡 氏 积 的 定义 , 有 二 fs 当 且 仅 当 对 任 
意 iE1, 万 G) =f: (1)， 即 及， fi 的 每 个 分 量 都 相等 时 才 认为 
f=f. 

集 族 的 直 积 可 以 推广 到 模型 族 的 直 积 ， 令 U=L2. Ud 
A 二 卫 A4; 为 论 域 .2 中 关系 ， 函 数 、 常 量 定义 如 下 ; 

(1) 设 R 是 乡 的 wn 元 关系 符号 ， fi,*…,f,E€A,R™*(f1…f,) 
成 立 当 且 仅 当 对 每 个 :EIT，R*《( 有 1G) ,… ,了 ,0i)) 成 立 ; 

(2) 设 下 是 纤 的 m 元 函数 符号 ,fi，*…，f,€4， 
Fe (fi fm) = Ff fi)) :iET); 

(3) 设 < 是 纪 的 常量 符号 ，fE4,， 丰 是 c 在 和 中 的 解释 即 
f=c* 当 且 仅 当 对 每 个 ET，G) 一 ca. 

这 个 定义 的 意义 是 明显 的 ， 即 2 中 个 元 素 有 1…f, 满足 关 
系 R” 当 且 仅 当 每 个 分 量 i€E7T,f10),…,f,(i) 在 2; 中 都 满足 关 
系 Ri, 函数 RY”(f.…f。) 的 每 个 分 量 都 是 F2 (CA GD)… 广 GD)5 而 
常量 史 一 (c%: iiE7)， 对 公式 (zi…z)》 的 复杂 性 不 难 验证 ,对 
任意 > 个 元 素 fi， FS JE4， 

AlF9 Cfi…f,) 当 和 且 仅 当 对 每 个 i€ET， 
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QiFYCP GD ，… 广 GD)]. 

这 样 对 每 个 句子 p，FF? 当 且 仅 当 对 每 个 ;ET， 线 多 

对 直 积 模型 2 一世 2 的 上 述 性 质 ,我 们 不 能 感到 满意 。 2 
满足 一 个 句子 必须 是 每 个 Zi 都 满足 的 , 只 要 有 一 个 iE€1, vi 不 
满足 句子 9， 就 使 2 不 满足 Pp” 这 就 极 大 地 限制 了 直 积 模型 的 意 
义 。 我 们 希望 构造 这 样 的 模型 4, 只 要 在 多 数 2 中 满足 的 句子 ， 
在 中 就 满足 ， 而 不 问 是 否 有 少数 2 不 满足 p, 为 此 我 们 先 要 
对 直 积 集合 加 以 改进 , 使 A 中 元 素 用 ，f， 刻 二 了 当 且 仅 当 它们 
的 大 多 数 分 量 相等 ， 而 不 论 是 否 有 少数 分 量 不 等 。 下 面 把 子 集 
XCI,XED, D 是 滤 集 或 超 滤 集 ， 认 为 X 是 了 中 的 大 多 数 . 

设 忆 是 非 空 指标 集 工 上 的 滤 集 , 我 们 定义 A= 全 4; 上 二 元 关 
系 =p 如下: 对 任意 f,， gE€A4， 

f=pg 当 且 仅 当 {iE€1: /G)=gG)}ED. 可 以 证 明 =" 是 4 
上 等 价 关系 ， 对 任意 /E4，{iET: JG)=G))=TED, 因此 
一 bf， 满足 自 反 性 . 设 /，g， hE€ AA， 如果 f=pg， gg 二 ph， 令 
X={i€I:f0)=gD)},Y= (iEI:g(i)=h()), 则 X、YED. 由 
于 DD 是 TT 上涨 集 ， XN 站 YE D， 因 此 
XNYC({iET:f(i)=h(i)}ED, 这 样 有 f=oh， 满足 传递 性 。 对 
称 性 是 显然 的 。 

令 [o= {gE€4: f=pg} 是 了 所 在 的 等 价 类 ， 记 下 4 一 {fo: 
fE 了 4,}, 下 4 是 4 上 全 体 等 价 类 的 集合 。 称 英 4, 是 非 空 集 族 
{4i: i€E7} 模 涝 集 DD 的 归 约 积 .如果 D 是 1 上 超 滤 , 则 称 本 4; 为 
{14;: iE1T) 模 万 的 超 积 。 

以 下 我 们 以 五 4 为 论 域 定义 红 的 模型 。 

(1) 设 R 是 语言 乡 中 元 关系 符号 , 对 任意 ;E7, R 在 模型 
2 中 的 解释 为 Ri， 任 取 fb，…，f5E 可 4， 定 义 : 
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R(fb，…，f%) 成 立 当 且 仅 当 
(i€EI: RO,…, 广 (让 成 立 }ED; 

(2) 设 正 是 经 中 秋元 函数 符号 , 对 任意 zE7, 下 在 人 中 解 
释 是 书 ， 任 取 fb; …，/5E 卫 Ai， 定义 : 

FOfbyes fa)= FAP (DEDENA, 

(3) 设 c 是 这 的 常量 符号 ,对 任意 i€1,c 在 2 中 解释 是 c， 
cE4。 定义 < 的 解释 为 C"=(c: i€1)pE A; 

我 们 还 需要 证 明 以 上 定义 都 与 代表 元 取 法 无 关 。 设 fg€4， 


令 
|f=g|={i€I:f0)=g00)} 
设 R 是 红 的 n 元 关系 符号 , 1,，…, f.E4, 令 
RO,f,) == (ET: Ri 有 (站,…,f.(1)) 在 和 中 成 
立 } 


设 下 是 乡 的 mw 元 关系 符号 ，f，f1，…， fm€EA, 令 
PFO, fs)=f =(i€ET: UF SD ,f=f00). 
其 中 R;，F; 分 别 是 R， 下 在 ;中 的 解释 。 

设 f， fs Biv eof ga EA fi=pg1, oat f=pgn» 则 
Tf/=g1) ,| f=g; | ED, 如 果 定 义 (1) 中 RCf'p，…，f5) 
成 立 ， 则 RC,…,f,) ED， 但 我们 有 
HRA ON NT f=a NN) =e Sl Rg, 
8 中。 由 吕 是 1 上 滤 集 , 上 Re gs) 上 ED, 因此 R(gb,…， 
好) 也 成 立 。 反 过 来 也 一 样 ， 从 而 R( 凡 ，…， 应 ) 成 立 当 上 且 仅 当 
RCgh，…，8g2) 成 立 。 

设 F 是 弘 的 m 元 函数 符号 ,fi,…,fn,gi,"**gn€4,n 
一 pg ,fn =pgn Sf= (Ff ,fi)):iET)g= (FPF, 
(gCD ,gm(i)):iE€7T). 由 定义 (2),F(fp,*…,f5)= fo， 
Fl(gb,…,g$) 二 gp. 但 我 们 有 f=gi)…, 上 f=gr 站 ED. 

- 159 


\ 


Mf=g 1 ={i€T} :Ff ,fai))=Fi(g (i) ,gli)))}, 
因此 上 f=g1 己 1 有 =g| 介 … 介 f= gn < 了 .这样 ， 
lf=gl €D, 此 ff =pg， 即 fo = go 从 而 
Fl(fb,**%,f5)=F (gb,* ,83) 
这 就 证 明 以 上 〈1)，(2)》 定义 与 代表 之 选取 无 关 ， 定 义 〈3) 
也 同样 。 因此 定义 是 可 行 的 , 这 样 以 页 4; 为 论 域 构成 立 了 纪 的 模 
列 . 记 这 个 模型 为 了 ex,. 若是 上 小 集 , 称 开 2; 为 模型 族 ai， 
i€ 了 的 归 约 积 模型 , 简称 归 约 积 . 若 忆 是 7 上 超 滤 , 就 称 代 人 2; 为 
模型 族 2U;，i€E17 的 超 积 模型 ， 简 称 超 积 。 
设 iiE7, 是 经 的 模型 族 , p (zi，…，z) 是 2 的 公式 ， 
我 们 归纳 定义 公式 pg 《x ，…，z,) 对 卡 氏 积 五 4, 中 元 素 及 ，… 
开 的 赋值 上 Xf1,…,f.) 上 EST: 
车 gp 是 原子 公式 (zi，*… ,x,) 三 f(T1,"…,T,)， 令 
lafise, fs) ti f) | 
=(i€I:U Ent ff DD))}. 
车 gp 是 原子 公式 RC(z1，…，, zx,), 其 中 R 是 乡 的 n 元 关系 符 
号 , 令 
Rf f)ON = {ET:UFERA DD) ,f(D))). 
车 gq=Ag (zi1，…， XZ,). 令 
Hof ON = Gf) NN gf . 
车 pg= 一 9 (zi1，…，z,) 则 令 
Hof f= yf, f,) |. 
车 pg=3zxg(z, Xz， …， Xx,)、 令 
efi fe) es [yf ,fi fo . 


» 


命题 8.2.1 设 p (zi，…，z,) 是 红 中 任意 公式 ， 
万， hEHA, 则 
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efi f= {ET ESD, fC))). 

证 明 当 9? 是 原子 公式 时 由 赋值 定义 知 结论 成 立 。 对 9 一 办 人 
zi) 及 fr, 7) 也 容易 由 定义 推出 结论 成 
立 。 对 9 了 zy(z，z1，*…，z,) 的 情况 ， 

| of fo) | = 3zy zf, f,) | = > lyf,f, 


f= U (i€EI:UEYHS Of), .GD) 
/ells 


S {i€ET: UF Lf OD fr Ds fo DD =Xs, fEL A, 
{i€T: liF3zp LA GD ，…， 广 (GD)]) =Y. 易 见 对 每 个 fEHA,, 
XEY. 因此 XSY， 即 上 9p 《fi,，…，,f,) SY. 反之 对 每 


i€l 
个 i€EY, 有 xiF3zy [fi GD，…， f, (i)]. 因此 存在 a€ h;, 使 
Uy La, fy ,oe, fs DJ. 令 f: 7 一 以 4 是 一 个 映射 ， 使 
(i)=a€ hi, 而 对 每 个 jE1, ji, 有 CD)E4i，FG) 是 4 中 
任意 一 个 元 素 。 这样 有 JE 全 4;。 易 见 i€ Xi 因此 YS U Xr. 合 


以 上 两 个 方向 得 到 | ,Xr= 了， 从 而 19CA sf) 1 =Y, 即 


PC) -der UE GA) ,1}. 1 
引 理 8.2.2 设 wrz，z，…，z) 是 生 的 公式 ， ESE， 刀 ， 
“fis diy "ys Re 都 是 了 A 中 元 素 ， 则 
01) 1Hf=g| Nf,fis ff) Sl pg, fo, f) ls 
(2) f=gl NNT f=a NN f= N | ef fy, f,) 
1 SS 上 gg gs) 
证 明 易 见 (2) 是 (1) 的 推论 ， 我 们 证 明 (1)。 设 
iE lf=gel Ny Gf, AP f) |, 则 fC(i)=gOD) 有 8 
Ui 厂 LfO) ,有 (让,…,f.(2)]. 因 此 有 
iF-qG ge) fi) ,f.(20)], 从 而 i€E 1 qe, 万 “fo. 这 样 
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(1) 成立 | 

引 理 8.2.3 设 g(《z, zx，…, ZX,) 是 这 的 一 个 公式 , 有 1，…， 
帮 E 本 4 则 必 存 在 fE 卫 41， 使 

azp Cz fi 0 fo) = pLf, fs, fl. 

证 明 为 了 简洁 ,我 们 只 就 P(z) 的 情形 来 证 明 。 对 
J%z，zi，…，zm) 的 情形 完全 类 似 可 以 证 明 。 

对 每 个 iET, 惹 3zg(z), 选取 aiE 4 使 Zi 片 红 ci]. 若 
li 久 3z8(z)， 任 取 wwE 4， 我 们 定义 JE 再 4， 使 对 每 个 ET 
G)=awE4i。 现在 证 明 |3zg(z) | = KA) 1. 

设 i 13zg(z) | ， 即 2liF3zg(z)， 这 时 有 2 全 多 ai], 即 
Ui 碑 qLfG2)], 因此 i€E 1 AP 从 而 上 3zwz) 1 SECP 1， 

反之 设 i 上 YAN, 则 全 Hf 人)], 2 三 JlaiJ， 因此 有 
ai 上 3zgp(z)， 这 样 iE 上 3zp(z) 上 ， 从 而 
lr NE Izgz)). 

合 以 上 两 者 有 1 3zgz)1 一 1 1 

现在 我 们 可 以 证 明 超 积 基本 定理 。 

定理 8. 2.4 ”( 超 积 基本 定理 ) 设 U, i€1, 是 乡 的 模型 
族 , D 是 1 上 超 滤 ， B= 是 超 积 模型 ， 则 : 

(1) 对 纪 中 任意 项 上 zi，…，z)， 对 任意 fb, …,， /5EB， 
tm (fb , fo)= (8 (fi 0, £2)): ET 

(2) 对 缘 中 任意 原子 公式 gz …，z)， 对 任意 用 ，…， 户 
€B. 

BF 了 L 及 ，…， 户 ] 当 且 仅 当 1 ww 大) 上 ED. 

(3) 对 任意 公式 PCz，…，z)， 任 意 及，…， 刀 E 了 PB， 
名 CLfp，…， 记 ] 当 且 仅 当 上 (1,…,f.,) 是 ED. 

(4) 对 乡 中 任意 句子 9， 

SOF9 当 且 仅 当 ‖ yp|| ED 当 且 仅 当 {i€1: Ug) ED. 
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证 明 (1) 车 tzi,，…, zx,) 二 F(zi，*…， zx,) 由 超 积 模型 定 
义 有 FCfb, …，f5)= FifiC), oe, f,(2)): i€ET)D. 

车 tz x) =F TT tT 1)) 
归纳 假设 二 ( 凡 ，…， 启 )= 一 (经 (CAG)，…， 帮 G)):zET)o 一 gb， 
tf, fh)= Rf Do fi)) :iETo=g», 则 ?fb, 
fh)=FOP fb, fo) ,ee tS (fb 8))=F (gh, ,83) 

= (F(tF (fs, fl) ,eR (Af) ,fbi))) iET)D 

= (8:(f1 (20), ,fi)) EDD. 

这 就 证 明了 〈1) 成 立 。 

(2) 设 w 是 原子 公式 二 (zi，…，z) 三 bzi，…，z)， 
多 Ft 三 t; [fp，…，f5] 当 且 仅 当 
吉 (fb， 所 ) 二 pt(fb，…， 记 )。 由 (1) 当 且 仅 当 
CP Af Ds fDiED = A ,fbi)) :iET)YBH 
仅 当 {i EI: f)))}=t( 所 (让 ,…,f,(i)}ED, 而 后 
者 即 上 Gf,f)=t (ff,) | ED, 

设 9 是 原子 公式 RO (zz) stn (zi，… x,))， 设 
(fb fy)=gb, tfp,…,f») 二 g3。 由 (1) 有 
Malfisns fo)=g | ff ) =g, 上 ED, 这 样 
名 奢 RCCfp ,所 ),… tna(f,…, 户 )) 当 且 仅 当 
名 奢 R(gb,…,g3) 当 上 且 仅 当 目 Rg1,*…,g,) ‖ EDD。 

由 引 理 8.2.2 RGF sf) ystn fi,f,) | 全 
中 Re ,gMNT gy =alN NN g» =6, (RI RCg ,go) 
SRE fsta fi FO N=gl) N -££ NN 
T=gm | 知 上 RCg1…g,) ED 当 且 仅 当 上 RGF,…,f,),…， 
(fi… 了 ,)) ED 从 而 证 明 结论 (2) 成立 。 

(3) 对 原子 公式 的 情况 〈2) 已 证 明 。 设 pg=yAy, (zx,). 
名 Fp [fp …,， 放 ] 当 且 仅 当 开 F 办 [及 …， 亡 ] 且 
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SBHF 凡 [及 ,… 访 ], 由 归纳 假设 当 且 仅 当 有 pfi'" ,fn) | EDEH 
gkfi,…,f 1ED. 当 且 仅 当 站 CA 员 
gf,… ,了 f,) ED. 当 且 仅 当 上 9f1,…,f.) ED. 

设 g= 一 Jy 《zl1，…，Z,)， 久 上 厂 p [fb，…， 记 ] 当 且 仅 当 
名 碑 一 y [fb…f5]， 由 归纳 假设 当 且 仅 当 上 (fi,…,f,) e&D. 
由 D 是 超 滤 知 当 且 仅 当 gyC(fi,…,f.) ‖ ED 当 且 仅 当 
| ¢ fi 1 ED. 

设 呈 3zy (z，zr，…，z)，SGBFyY [fb,，…，f5] 当 且 仅 当 
存在 fo€B， 儿 Fy [fo，fb，…，f5] 当 且 仅 当 存在 fE 再 4,， 
gCf ;fi,…f,) ED 由 引 理 8.2.3 当 且 仅 当 
I 3zy fs, fs) ll €D. 

这 就 归纳 地 证 明了 3) 成立。 很 显然 (4) 是 (3) 的 直接 推 
论 。 上 

超 积 基 本 定理 给 出 一 种 方法 ,使 我 们 能 够 以 模型 族 2;,iE7， 
来 判定 句子 在 超 积 模型 1[2; 中 是 否 被 满足 ， 如 果 一 个 模型 族 
中 对 每 个 1€1 都 有 人 ;=U 而 模型 族 中 所 有 模型 都 相同 ， 则 有 
如 下 推论 : 

推论 8.2.5 设 D 是 1 上 超 湛 , 则 2 六 人 2. 

证 明 对 每 个 元 素 a€ 4， 令 aEJ4,，a= (a: iE7), 即 对 
任意 i€1, a (i) =a. 令 d: 4~~TI4, 是 4 到 JI4 的 映射 对 任 
意 *E4,d(a)=ao. 易 见 4 是 4 到 IT4 内 的 一 一 映射 。 对 任意 公 
式 VCzi，…，xzs)， 任 意 wa，…，asE4， 由 超 积 基本 定理 

JJ 人 9Ld(o)，…,d(a.)] 当 上 且 仅 当 

(人 ET:aLFWLaG) as(Gi)])E， 当 且 仅 当 vv 片 9[a ,an]. 

因此 有 多 Ha 下 
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练习 


8.2.1 设 i,iE7 是 互相 初等 等 价 的 模型 族 ,， 证 明 直 积 模 
型 JJ2i 也 与 任 一 2 初等 等 价 。 

8.2.2 设 Ui, iET, 是 红 的 模型 族 , p 是 红 的 一 个 句子 ， 
车 上 9 则 上 pl 一 工 

8.2.3 若 刀 是 由 ieE7 生 成 的 主 超 渡 ， 则 了 24 宕 2 

8.2.4 若是 有 限 集 ， 刀 是 7 上 超 滤 ， 则 II2k 估 2 

8. 2.5 ”对 每 个 nEw, 人 2 二 (4,, 三 ,) 是 良 序 模型 且 |4, | 之 w， 
设 DD 是 w 上 非 主 超 滤 ,证 明代 2 不 再 是 良 序 模型 。 

8.2.6 设 人 是 标准 算术 模型 ，D 是 w 上 非 主 超 滤 。 证 
明 JIBK%AL，LI2X 是 非 标准 算术 模型 。 


$8.3 超 积 的 应 用 


超 积 方法 可 以 用 来 构造 模型 ， 超 积 的 第 一 个 应 用 是 纯 代 数 地 
证 明 紧 致 性 定理 。 

定理 8. 3. 1 《〈 紧 致 性 定理 ) 令 3 是 纺 中 句子 的 集合 , 车 
有 限 可 满足 ， 则 三 可 满足 。 

证 明 令 7=S.(Z3)， 即 了 是 由 三 的 全 部 有 限 子 集 组 成 的 集 
合 。 对 每 个 iE1,i 是 王 的 有 限 子 集 , 由 芋 有限 可 满足 知 i 有 模型 ， 
任 选 一 个 作为 zti 上 Fi， 得 到 模型 族 li,，iE7T。 对 每 个 句子 PE 3， 
令 9= {i，9yEij，9 是 互 的 含有 ?的 有 限 子 集 组 成 的 集合 ， 令 已 
= {9: 9E3}, 则 天 保持 有 限 交 性 质 , 由 巨 可 以 生成 上 超 滤 忆 ， 
使 ECD。 作 模型 族 U, ic7 的 超 积 模型 II .我 们 证 明 
HEFz. 


165 


先 证 明 对 任何 句子 p，Y9E | yp .由 命题 8. 2. 1， 

1 8 = ET: ay， 对 任意 iE 8，9Ei， 由 QI; 知 UHFY， 
因此 ie 9 ， 即 9E 1. 

再 由 8EE, 知 ED 由 DD 是 超 滤 知 上 pl ED. 这 样 由 超 积 
基本 定理 JS2LFF9， 从 而 JI2FZ 1 

从 以 上 证 明 可 以 看 出 这 是 一 个 纯 语 义 的 证 明 ， 这 个 证 明 与 完 
全 性 定理 无 关 。 

语言 乡 的 一 个 模型 类 用 - 称 为 初等 类 ， 如 果 红 中 存在 一 个 
句子 9, 使 名 = (2: FF 外 ， 即 2 恰 是 满足 9 的 模型 组 成 的 
类 .。 模型 类 多 称 为 广义 初等 类 , 如 果 乡 中 存在 句子 集 T, 使 有 
= (2 :， FT). 

定理 8.3.2 设 乡 是 乡 的 全 体 模型 组 成 的 类 ，(1) 乡 的 模 
型 类 多 是 初等 类 ， 当 且 仅 当 2 与 ZNA27 都 是 广义 初等 类 ; 

(2) 纤 的 模型 类 多 是 广义 初等 类 当 且 仅 当 多 对 初等 等 价 
及 超 积 封闭 , 即 如 果 模 型 ZE 多, 模型 多 二 2U，, 则 名 ER ; 如 
果 和 iiE7T 是 2 中 模型 的 一 个 族 , D 是 1 上 超 滤 , 则 超 积 模型 
LI2.€E 2. 

证 明 (1) (=) 设 有 是 初等 类 ， 则 存在 句子 p， 使 2 
三 (Br: UFF9}. 这 样 NA2= {人 AU: 一 钞 . 因而 多 也 
是 初等 类 ,这样 .多 与 AN\2 都 是 广义 初等 类 。 

(二) 设 2,SA2z 都 是 广义 初等 类 , 则 存在 句子 集 T,Tz， 
使 各 = (2: FT )，SNEr= {2U: UT,}， 又 对 任意 模 
型 和 ,ES 当 且 仅 当 U5%. 由 练习 4.2.2 知 Ti,7T, 都 
可 有 限 公 理化 , 即 存 在 句子 p, pp 使 是 T, 的 公理 , pp 是 T, 的 
公理 . 这 样 2 一 {UY: UFg). 了 和 %= {2U: Up}, 从 而 
多 是 初等 类 。 

(2) (=>) 设 2 是 广义 初等 类 : 即 存在 句子 集 T, 使 用 一 
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(2: UFT'). 设 和 ES2T， B=2U, 则 UT!, BT, 因此 
瑟 ES3. 设 2iES2r，iET， 则 对 任 PET 有 SiFP，iET， 即 
1 pl =TED, 由 超 积 基本 定理 , 可 lg, 因此 贡 2kT， 从 而 
了 ae 

(二 )” 设 名 对 初等 等 价 及 超 积 封闭 。 令 5= {gp: 对 任 
BE.2, AlFH， 再 令 Mod3= {2U:; FF. 易 见 Mod5 是 广 
义 初等 类 ， 显然 有 多 CMod5。 以 下 证 明 Mod5S%。 

设 UEMod3, 令 T=Th2U= {9: Up}, 对 任意 句子 
ET, 必 有 模型 号 E .2 ，5HF9， 不 然 ， 对 任意 模型 多 E .%， 有 
SF 一 9 这 样 一 PE 了， 片 一， 得 到 一 PET.， 这 与 PE 人 矛盾 。 

由 此 进一步 对 任意 有 限 多 个 句子 p，…, pET, 因为 入 … 
人 gpET, 也 有 模型 有 E.27, 使 Bp 人 人 … 人. 仿照 定理 8. 3.1 
的 证 明 . 令 7 一 S。(T),， 对 任意 ;ET， 有 模型 2,€E .2 使 用 片 1 
因此 存在 7 上 的 超 滤 刀 使 英 吧 上 FT， 这 样 便 有 U=1%D.. 

由 于 名, i€E1, 是 名 的 一 个 模型 族 ，.27 对 超 积 封闭 ， 则 
本 多 E 史 ,又 多 对 初等 等 价 封闭 , 进而 有 le 22- 于 是 我 们 证 
明了 Mod35C% ,从 而 得 到 多 =Mod3, 即 .27 是 广义 等 初 类 。 上 

定理 8.3.3 设 信 ,多 是 纺 的 模型 . 则 人 U 二 多 当 有 目 仅 当 人 2 
初等 嵌入 多 的 超 短 . 

(二 ) 设 D 是 超 滤 ,2 刀 且 多 , 则 二 本 儿 . 由 推论 8.2.5， 
多 丸 卫 多， 因此 多 二 本 多. 这样 WU 二 多 

(>) 设 人 UV 二 多. 邻 4 人 U4,Th 是 U 的 初等 图 象 . 对 
Ta 中 任意 句子 9 (oa，…，a)， 有 HP [ai，…，a]， 因此 


A ，…，zp (zi，…，z). 由 三 马 ， 
吃 FJz，…z92 (zi，…，z)， 存 在 0，…，pE 名 ， 
号 FF [by，…，b,j, 于 是 有 (多, by … ,6b,) 卢 p (aa ，…，a) 


由 于 Ts 是 模型 2 的 初等 图 象 ，T4 对 合 取 封 闭 。 令 
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7 一 S-(CT4) ,对 任意 的 ;ET, :是 Pa 的 有 限 子 集 ，i 一 { 员 Ca， …， 
an)，…，H 《a1，"…，aw)}， 则 存在 5 ，…，6b.EB, 使 

(Bb bE a a) NM A pa a)。 

令 儿 = (多, 0 …， 加)， 角 片 ; 仿 定 理 8.3.1 的 证 明 存 在 了 的 
超 滤 DD， 使 了 2 区 其 中 多 ;是 多; 的 红 4 膨胀 模型 , 除了 以 
2，…，b 解释 i 中 出 现 的 新 常量 a1，…，, a, 外 , 对 4 中 其 他 新 常 
量 可 任意 指定 B 中 元 素 作 其 解释 . 记 色 " 为 匡 妥 ,对 语言 的 归 
约 模型 ,不 难看 出 名 * 为 工 多 ， 这 是 因为 多 是 每 个 儿 ; 的 红 归 约 
模型 ， 由 命题 4.3.3 (ii) 有 UB%'. | 

对 定理 8. 3. 3，Keisler 和 Shelah 证 明了 一 个 更 强 的 结果 , 称 
为 Keisler-Shelah 定理 . 

定理 8. 3.4 (Keisler-Shelah 定理 ) 设 和 , 急 是 经 的 模型 ， 

三 多 当 且 仅 当 存在 超 滤 集 DD， 使 攻守 代 %. 

定理 的 证 明 可 参阅 王 世 强 《模型 论 基础 》 一 书 。 

利用 超 积 方法 构造 模型 有 许多 有 趣 的 应 用 ， 在 数论 ， 代 数 和 
分 析 中 都 有 很 好 的 例子 。 这 里 给 出 一 个 简单 应 用 ， 说 明 数论 中 
Goldbach 性 质 在 整数 环 的 超 积 扩 环 中 既 可 能 成 立 也 可 能 不 成 立 。 
由 此 得 到 Goldbach 性 质 与 某 些 数论 性 质 的 和 谐 性 和 相对 独立 性 。 

设 了 是 整数 环 ，N 是 正 整 数 集 ， 对 任意 . mE N， 令 
《m) 二 {ma:a€7T),《m) 是 了 中 的 倍数 组 成 的 理想 子 环 . T/(m) 
表示 了 模 (m) 得 到 的 剩余 类 环 ， 所谓 Goldbach 性 质 即 对 一 个 环 
中 任意 非 零 非 单位 元 a，2a 等 于 两 个 素 元 的 和 。 

设 p 是 有 理 素数 , I/(p?) 中 是 素 元 , 一 切 与 p 相伴 的 元 ， 
即 z 与 菜单 位 元 的 乘积 也 是 素 元 , 共有 (p 一 1) 个 。 而 与 p 互 素 
的 元 都 是 单位 ， 有 p(p 一 1) 个 .这样 1/(p*) 中 只 有 单位 元 ， 素 
元 和 0。71/(p*) 中 无 合 元 ， 因 此 显然 适合 Goldbach 性 质 。 

以 pi， i€EN, 表示 全 体 有 理 素数 , DD 为 N 上 Frechet 滤 生 成 
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的 任何 一 个 超 滤 。 由 于 Goldbach 性 质 是 可 以 用 一 阶 语言 表示 的 ， 
因此 在 开 1/(p?) 中 Goldbach 性 质 成 立 。 又 已 知 对 任意 pi, 1/(p?f) 
是 整数 环 了 的 同 态 环 ， 因 此 了 中 成 立 的 任意 正 句子 在 1/(p?) 中 也 
成 立 , 这 样 在 人 1/(p*i) 中 也 成 立 ， 因 此 Goldbach 性 质 与 整数 环 
中 成 立 的 全 体 正 句 子 集 和 谐 。 

再 看 剩余 奖 环 1/(4p?q9)， 其 中 p,q 是 互 不 相同 的 有 理 素数 。 
易 见 9 在 其 中 不 再 是 单位 元 也 不 是 素 元 ， 只 有 2 和 p 及 与 之 相伴 
的 元 才 是 素 元 ， 因 此 29 不 等 于 两 个 素 元 的 和 ， 这 样 I/(4z2?g) 不 
适合 Goldbach 性 质 。 

令 pi，iE1，p，q 都 是 有 理 素数 . D 是 如 上 所 述 的 超 滤 ， 则 
超 积 模型 I7/ (4p*q) 不 适合 Goldbach 性 质 。 仿 上 可 知 Goldbach 
性 质 的 否 命题 与 7 中 成 立 的 全 体 正 句子 的 集合 也 和 谐 。 这 样 我们 
知道 。Goldbach 性 质 与 7 中 成 立 的 正 句子 集 是 互相 独立 的 了 。 


练习 

8.3.1 设 乡 = {十 ,，，,0, 1}), 人 UW, iE€T, 是 2 的 域 模型 
族 . D 是 1 上 超 滤 ， 对 每 个 /E14', 令 2(1)={iE1,f()=0}， 
M 二 {fE 全 41:2(/)ED), 试 证 明了 2, 是 环 模型 ， M 是 人 [2 的 
极 大 理想 ， 贡 6 兰 区 26,/M 是 域 模型 。 


8.3.2 用 超 积 方法 证 明 , 若 QU 是 有 限 模 型 ， 多 三 2， 则 
UH. 
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第 九 章 ”Lindenbaum 代数 


8$9.1 格 与 布尔 代数 


设 4 是 非 空 集合 , 夺 是 A 上 的 偏 序 关系 , 设 BA, 元 素 a€ A 
称 为 子 集 B 的 上 界 ,如 果 对 任意 5€EB 都 有 6b<a. 称 a€E 4A 是 B 的 
下 界 ， 如 果 对 任意 的 bE B 都 有 a 二 b。 如 果 a 是 B 的 最 小 上 界 则 
称 a 是 B 的 上 确 界 , 记 作 a=supB。 如 果 a 是 B 的 最 大 下 界 则 称 
a 是 B 的 下 确 界 , 记 作 a=infB。 一般 地 ,supB、infB 不 一 定 存在 。 
如 果 a、5 是 4 的 两 个 元 素 ， 则 记 {a、5} 的 上 确 界 为 aVb, 下 确 
界 为 ea 人 06。 

设 工 是 非 空 集 ， 科 是 工 的 偏 序 关 系 ， 如 果 对 任意 两 个 元 素 
a、bE7L，, 都 有 aV2 及 aA2 存在 , 则 称 工 是 格 , 对 于 一 个 格 工 , 任 
意 zx、yEL， 有 


XVy=yVr, zrAy=yN\zr 交换 律 

(xzVy)Vz=xzV (yVz), (rNAy)Nz=rA (yAz) 结合 律 

(zrAy Vy=y,(rVy) Ny=y 吸收 律 
成 立 。 


定理 9.1.1 设 4 是 非 空 集合 , A,，V 是 4 上 两 个 二 元 运算 ， 
并 满足 交换 、 结 合 和 吸收 律 。 则 可 以 在 4 上 定义 序 关系 三 , 使 4 
对 于 三 构成 格 。 

证 明 设 z，>E4， 定 义 z 委 y 当 且 仅 当 z 和 人 y=z 当 且 仅 当 
XVy=y. 设 zrAy=x, 则 zxzVy=(zAy)Vy=y. 设 zVy=y, 则 
XAy= 二 xzA(rVy)=z， 因 此 以 上 定义 是 有 效 的 。 

设 z、yE4,， 则 zAy,， xzVyEA4, 由 zxV (rzAy)=x 及 
yV (x 人 Ay)=y 有 ZXAy<zx, zAy 委 y， 因此 zAy 是 z、y 的 下 界 ， 
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对 任意 zaE4， 如 果 oe 和 z，o 和 >， 则 aAz=a，aAy=a， 因 此 
aA(CzAy)=(eAz)Ay=aAy=a, 从 而 ce 和 rzAy, 即 zxAy 是 z、 
2 的 下 确 界 。 

同 理 可 证 zxVy 是 x、y 的 上 确 界 , 这 样 4 对 于 序 关系 三 构成 
格 。 1 

例 1 设 ‘(4， <〉 是 全 序 集 ， 则 4 是 格 ， 这 时 
zxN\y=min{z,y}, TV y=max{z, y}。 

例 2 设 4 是 非 空 集 合 ，S(4) 是 4 的 寡 集 ， 则 SC(4) 对 于 
王 关系 构成 格 。 

例 3 设 N 是 正 整数 集 ，| 是 整除 关系 , 即 对 任意 m、n€EN， 
m |n 意 为 m 整除 x， 则 N 对 于 关系 | 构成 格 。 这 里 对 任意 
Xz、 YEN,TAy=(z, y), TV y=[z、y, (xz, y)， [xz、»] 分 别 
表示 xz、y 的 最 大 公 因 数 及 最 小 公 倍数 。 

设 4 对 于 序 关 系 秋 是 一 个 格 ，BS4， 对 任意 zx、>EB， 有 
XA 人 yrVyE€B， 则 B 对 二 也 组 成 格 ， 称 之 为 4 的 子 格 。 

为 了 简单 ,我 们 说 一 个 非 空 集合 4 是 格 ,而 不 一 定 特别 指出 

”A 对 某 个 序 关系 成 为 格 。 

设 A4、B 是 格 ， 如 果 存 在 映射 /: A 一 B，f 是 满 射 ， 且 对 任 
意 z、y€E4, 有 f(zAy)=f(z)Af Cy), f(rVy) =f V fy), 
则 称 是 4 到 B 的 同 态 映 射 , 也 称 格 A4 和 B 同 态 。 易 见 这 时 有 
ZX 人 y 当 且 仪 当 f(z)f(y)， 如 果 f 还 是 一 一 映射 则 称 了 为 同 构 
映射 ,也 称 格 4 和 B 同 构 。 

设 工 是 格 , 对 任意 zx、y、zEL， 如 果 以 下 条 件 (1)，(2) 成 
立 ， 则 称 工 为 分 配 格 。 

(1) zrA(yVz)=(zAy)V (zrAz); 

(2) zrV (yAMz)= (zrVy) A (zrVz). 

事实 上 ，(1) 和 “(2) 是 互相 等 价 的 . (请 读者 验证 ) 。 

设 工 是 格 ，4CZL，25E 工 。 若 对 任意 aE4 都 有 b<a (a<6) 
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就 称 0 是 4 的 下 界 (上 界 )。 若 ZE 工 是 4 的 下 界 (上 界 ), 对 4 的 
任意 下 界 (上 界 ) zx， 有 z<0 (rz)， 就 称 是 4 的 下 确 界 (上 
确 界 )。 格 工 的 子 集 4 如 果 有 上 确 界 〈 下 确 界 ) 则 上 确 界 (下 确 
界 ) 是 唯一 的 。 容 易 看 出 工 的 任意 有 限 子 集 都 有 上 、 下 确 界 。 但 
一 般 地 工 的 无 限 子 集 未 必 有 上 确 界 或 下 确 界 。 如果 格 工 的 任意 子 
集 都 有 上 下 确 界 存 在 , 则 称 工 是 完备 格 ,。 设 ACL, 我 们 也 记 4 的 
上 、 下 确 界 为 V 4 和 人 A. 特别 对 4= {zx:i€E€1}CL, 记 
VA= Vx, AA= Mx: 

命题 9.1.2 设 工 是 格 , 对 任意 子 集 4CL， 都 有 下 确 界 
人 AEL, 则 工 是 完备 格 ， 如 果 对 任意 子 集 4CL， 都 有 上 确 界 
V 4EL, 则 工 也 是 完备 格 。 

证 明 设 格 工 的 任意 子 集 都 有 上 确 界 存 在 , 我 们 证 明 也 有 下 
确 界 存在 . 设 ACL, 令 X 是 4 的 下 界 组 成 的 集合 , 则 XCL, X 
有 上 确 界 ， 令 VX==b， 我 们 证 明 6b 是 4 的 下 确 界 . . 

GD 先 证 是 4 的 下 界 . 若 b 不 是 4 的 下 界 , 则 存在 元 素 4€ 4， 
有 6b 访 a, 则 5bAa 关 6b, 因此 有 5b5Aa<6。 但 显然 对 任意 元 素 xEX， 

.Xb,TSa, 因而 x<bAa, 这 样 5pAa 是 匀 的 上 界 , 与 5 是 X 的 
上 确 界 矛盾 。 

@@ 对 4 的 任意 下 界 zx， 有 xzEX， 从 而 zx<0， 因 而 0 是 4 的 
下 确 界 。 3 

另 一 种 对 偶 的 情况 类 似 可 证 。 1 

由 定义 可 以 得 到 格 中 对 偶 法 则 成 立 ， 即 将 一 个 在 格 中 成 立 的 
命题 中 的 运算 符号 V ， 和 分 别 以 人 A、V 代替 后 得 到 的 对 偶 命 题 也 
成 立 。 

格 世 本 身 的 上 确 界 称 为 工 的 最 大 元 , 工 的 下 确 界 称 为 工 的 最 
小 元 。 设 格 二 有 最 大 元 ， 最 小 元 , 则 最 大 元 、 最 小 元 都 是 唯 -- 的 ， 
分 别 记 为 1 和 0， 如 果 格 工 有 最 大 、 最 小 元 1 和 0， 若 对 某 元 素 
XEL, 存 在 yEL 使 zV y=1, zy 二 0， 则 称 y 是 z 的 补 元 。 如 
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果 工 的 每 个 元 素 都 有 补 元 ， 则 称 工 为 可 补 格 。 

命题 9.1.3 设 工 是 分 配 格 ,过 有 最 大 ,最 小 元 , 某 元 素 zE 工 ， 
Z 有 补 元 ， 则 z 的 补 元 是 唯一 的 。 i 

证 明 设 y, y EL 都 是 z 的 补 元 ， 即 zVy=xzVy=1, 
XAy=xAy ==0, 我 们 有 

y=yVO=yV (rzAy)=(yVr)A(yVy)=1N\ (yAy)= 
y 人 y， 同 理 有 y= 二 y 人 y，, 这 样 y=y.。 1 

由 命题 9.1. 3 可 知 可 补 的 分 配 格 中 每 个 元 素 都 有 唯一 确定 的 
补 元 ， 记 元 素 z+EL 的 补 元 为 xz'. 由 zxVx'==1,，zAz' 二 0， 易 见 
一 

称 可 补 的 分 配 格 为 布尔 代数 ,这 个 定义 与 第 三 章 § 3. 3 中 例 8 
给 出 的 定义 是 一 致 的， 只 是 以 “V”“A” 和 “” 分 别 代替 了 例 
8 中 的 运算 “十 %“，” 和 “一 ” 不 难 证 明 例 8 定义 中 所 给 狄 
摩根 律 5) 和 补 余 律 〈8) 成 立 ， 其 余 各 条 都 是 显然 成 立 的 ， 而 
由 性 质 (1) 一 〈8) 显然 也 能 证 明 模型 (B，V ， 人 人 ,', 0, 1) 是 
可 补 分 配 格 ， 从 而 是 布尔 代数 . 

设 集合 B 对 运算 V 、A 、、 构 成 布尔 代数 , 子 集 DCB,， 满足 
以 下 三 个 条 件 : 

GD 1€D; 

(ii) 如 果 zr、yED,， 则 zAyED; 

(iii) 如 果 z、?>EB，zsy 且 zED, 则 yED 
就 称 DD 是 布尔 代数 B 的 一 个 滤 集 。 如 果 滤 集 DD 还 满足 条 件 : 

(Civ) 对 任意 元 素 x€EB，zxED 当 且 仅 当 x'&DD， 
则 称 D 是 布尔 代数 B 的 超 滤 集 。 

如 果 D 是 布尔 代数 B 的 滤 集 , 0& DD, 则 称 DD 是 B 的 真 滤 。 每 
个 超 滤 都 是 B 的 极 大 真 滤 。 

设 子 集 XCB、X 可 以 生成 真 滤 D 当 且 仅 当 X 有 有 限 交 性 
质 ， 即 任意 有 限 个 元 素 rz ，…，z, 属于 巨 ， 有 zj A… 人 六 天 0。 滤 
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万 是 由 X 生成 的 ， 则 

D={y€B: 存在 zi，…，zrEX，zA 人 …A 人 my) 

设 B、B' 是 两 个 布尔 代数 ，f: B-~B' 是 保持 布尔 代数 运算 的 
一 个 满 射 ， 即 对 任意 zx、y€B 

f(rVy)=f(r)V f(y) 

f(rAy)=f (zr) Af(y) 

fz)=(f (7)) 
则 称 f 是 布尔 代数 B 到 B' 上 的 同 态 映射 , 如 果 f 是 B 到 B' 内 的 
保持 运算 的 映射 , 则 是 B 到 其 像 集 f[B] 的 同 态 映射 ， 
f[B] = {y€B': 存在 x€B， f(x) =y}),/[B] 是 B' 的 一 个 子 
布尔 代数 。 

如 果 同 态 映 射 /: BB' 还 是 一 一 映射 , 则 称 f 是 同 构 映 射 ， 
这 时 称 B，B' 同 构 ， 记 作 B 二 B'. 

命题 9.1.4 设 f 是 布尔 代数 B 到 B' 上 的 映射 , 则 以 下 四 个 
条 件 互 相等 价 : 

(1) f 是 B 到 B 上 的 同 态 映射 

(2) 对 任意 元 素 z、yEB，F(zVvy)=Cz)VAJC)， 且 
f(z)=(f(7))'; 

(3) 对 任意 元 素 x、y€B, f(rxAy)=f(z)Af(y), 且 
fx)=(f (7))'; 

(4) 对 任意 zx、y€EB、zy 当 且 仅 当 f(z)<f(y). 

我 们 将 证 明 留 给 读者 。 1 

以 下 我 们 讨论 布尔 代数 之 间 的 同 态 与 滤 集 的 关系 。 

设 卫 : BB' 是 同 态 映射 , 令 f1(1)={z€B: f(z)=1), 则 
了 7'(1)CB， 称 /71(1) 是 映射 的 党 。 由 f 是 同 态 映 射 ， 必 有 
fQ) =1, 因此 16E 广 :(1)。 设 z、ye 广 :(1)， 则 
f(zAy)=f(z)Af(y)=1A1=1， 因此 zy€f'(1)， 如 果 
x、 yEB,z<y,TEf'), 则 f(y) 之 f(z)=1, 从 而 f(y)=1, 因 
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此 yE 广 !(1). 这 样 广 :(1) 是 布尔 代数 B 的 滤 集 。 
反 过 来 , 我 们 设 DCB 是 布尔 代数 的 一 个 滤 集 , 定义 B 上 一 
个 等 价 关 系 ~p 如下， 对 任意 z+、yEB 
ZX~py 当 且 仅 当 (x' Vy)A (zxVy)ED。 
不 难看 出 : 对 任意 z+€EB, xz~px; 对 任意 7、y€B, 如 果 z~oy， 
则 y~px; 对 任意 zx、y、zEB， 如 果 z~py，y~pz 则 zx~pz。 
对 最 后 一 条 , 由 z~oy 及 y~pz 有 CTVy)ACrVy), Cy Vz) 人 人 
(yAz')ED. 因此 zx Vz=(xVz)V CyAy)= (rz VzVy) Ar 
VzVy (rz Vy A Vy (Cr Vy NrVy)) Ay Vz) 
A(yVzx))ED， 从 而 有 x VzED,， 同 理 有 xVzx'ED， 因 此 有 
(xz Vz)A(zVz)ED 
这 样 x7~sz， 于 是 ~b 的 确 是 B 上 的 等 价 关 系 。 
对 每 个 元 素 zx€EB, 令 zp 一 {y€EB: zx~py} 是 工 所 在 的 等 价 
类 , 令 B/D= {zp:zEB},B/D 是 B 的 全 体 等 价 类 的 集合 .在 B/D 
上 定义 运算 和，V 和 '。 设 r+、y€B, 令 
ZpV yp=(rVy)p, zpNyp= (rhAy)p, (rp)'= (zx')p. 
我 们 证 明 以 上 定义 是 合理 的 ， 即 定义 与 代表 元 取 法 无 关 。 
设 、 To、 1 IEB. Ti~ore, ~pyse 则 
CV zd) NrVr), WVy) NVy) ED 
@ aVy Vr Vy)= AV rzVy)= 
TV zaV y2) MN WVzaV ys)rV zr) A Cy V yy) 
(TVzr) NrVr) Ay Vy) Ny Vy ED 
因此 有 (ziV yx)'V (zsV y2) ED， 
同 理 有 (ziV y)V (zz V yz) ED. 
从 而 (Cz Vy)V CraV ya)) NrVy dV CrVy)) ED 
即 (zi Vy) ~olzoV y2), BzV y1)o= (reV y2)p. 
仿 此 可 证 
© (zn Ay)V (zrAy)ED, (nAy)V (zr Ay) ED, 因此 
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(CCzAy) VCzAy))ACzAy)VCzAy) D)ED。 
从 而 (zi Ay)~pCzs Ay2), BTCzxiA yi)o= (zi A y2)p 

@ ((z)' Vr) MaV =nVzr)N\ (nVzr) ED, 
此 , zi~pz2， 即 (zi)p= (zx2)p. 

令 1o=1, 0p=0, 易 见 B/D 构成 布尔 代数 。 令 v: B 一 B/D， 
对 任意 zxEB, uv(z) =zp, 则 易 见 v 是 B 到 B/D 的 同 态 映 射 ; 称 
v 是 8 到 B/D 的 自然 同 态 映 射 。 这 时 v'(1p)= {zx€B:zxp==1p} 
二 {7€B:7~p1)}。 对 任意 xzED, 由 (x V1)A(1'Vzx)=xzED 有 
X~pl， 得 YEv- 1(1p), 因 此 DCv '(1p)。 反 之 任 TEv (1p) 有 
X~pl，X 二 (XV1)A(1Vz)ED, 因此 vw !'(1p) CSD， 这样 ， 
v 1 (lo) =D. 

定理 9.1.5 设 B、B' 是 布尔 代数 ，f: B 一 B' 是 同 态 映 射 ， 
D=. 广 !(1) CB 是 了 的 沉 , 则 有 g: B/D 二 B' 是 B/D 到 B' 的 同 构 
映射 ， 其 中 对 任意 zxEB，g(zop) 二 f(z)， 用 图 表示 为 


其 中 对 任 xE€B, v(x) =zxp,， f=g*v. 

证 明 先 证 g 是 映射 ， 设 z、 y€B, 并 一 Dy， 即 ZD 一 ypD， 因 
此 (x Vy)A(zVy)ED. 这 样 有 

Cr Vy)AGCzVYD)) 一 1 

由 了 是 同 态 映射 , 有 (rz' Vy)Af(zVy)=1, 必 有 f(z'Vy)= 
1，F(zVy)=1. 因此 有 (f(z VC)=1,7Cz)V (f(y))'=1， 
由 后 一 式 可 得 (f(z)) 人 f(y)==0, 因 此 f(z)=(f(z))"=f(y), 从 
而 g(xzp)==g(yp), 因 此 g 是 从 B/D 到 B' 的 映射 . 易 见 g 是 满 射 。 

又 设 X、yE€B, g(xp)=g(yp), 则 f(z)=f(y)， 
CazVyAGCzVYD))=(CFCGz)) VF A FTV (Fy)))=1, 
因此 zx~py， 即 zo 二 yp， 这 样 g 是 一 一 映射 。 
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再 证 g 保持 运算 , 设 +、y€B 

g(xpV yp)=g((zV yp)=f(r Vy =r V f(y)= 
g(XDp)V gyp) 

g(xp)')=g(rp)=f (zr)=(f 7) = (g(rp)) 

综 上 所 述 g 是 B/D 到 B' 上 的 同 构 映 射 。 上 

定理 9.1.5 是 布尔 代数 的 同 态 定理 ， 定 理 说 明 布尔 代数 间 的 
同 态 映 射 ， 可 由 这 一 映射 的 壳 生 成 的 自然 同 态 " 与 由 此 导出 的 同 
构 映 射 g 复合 而 得 到 。 

如 果 布 尔 代数 B 中 只 有 两 个 元 素 0、1， 我 们 记 B 为 2。 

定理 9.1.6 设 B 是 布尔 代数 , D 是 B 的 真 滤 集 , 则 B/D 二 2 
当 且 仅 当 DD 是 B 的 超 滤 集 。 

证 明 (=>) ” 设 8/D~2, 令 v: BB/D 是 自然 同 态 , 则 
v:B>2,D=v (1)。 设 下 是 B 上 的 真 渡 ,F 汪 DD, 任 意 元素 zEF， 
必 x&F， 有 xD 即 v(x') 关 1。 这样 v(x')= 二 0， 从 而 
《v(z))'==0,v(z)=1, zxED。 由 此 得 FCD, 因此 下 一 D, 即 刀 是 
妃 上 极 大 真 滤 ， 也 就 是 超 滤 。 

(< 二) ” 设 D 是 8B 上 超 滤 , 任意 xEB, 有 zx 或 x'ED, 因此 
v《z)= 二 1 或 v(z')=1, 即 v (z)=1 或 v(z)=0。 这 就 是 说 B/D 中 
只 有 两 个 元 素 0、1, 因此 B/D~2。 | 


练习 


9.1.1 设 工 是 格 ，zx€EL， 证 明知 等 律 zVz=zxAzx=z. 

9.1.2 设 刀 是 布尔 代数 ，z、yEB. 证 明 狄 摩根 律 
(CrVy) 一 zAy CrAy) 一 zVy 成 立 。 

9.1.3 设 中 是 布尔 代数 ，z、yEB. 证 明 x<y 当 且 仅 当 
yx' 当 上 且 仅 当 z 人 y=0 当 且 仅 当 z' Vy=1. 

9.1.4 设 B 是 布尔 代数 ，B;, i€EI， 是 B 的 子 布尔 代数 族 ， 
证 明 0B; 也 是 B 的 子 布尔 代数 。 
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9.1.5 设 B 是 布尔 代数 , (x; : iET} CB. 如 Vz; 存在, 证 
明 人 zx'; 也 存在 ， 且 对 每 个 元 素 y€ B,，Y, (yz) 存在 ， 
V2 NAT=yN Yr 

9.1.6 设 B、B' 是 布尔 代数 ，f: B->B' 是 同 态 映 射 ， 如 果 
广 !(0)=(0} 或 广 :GD)={1}， 则 了 是 同 构 映射 。 

9.1.7 设 B 是 布尔 代数 , 则 (i) 对 任意 rxEB 有 滤 集 PCB， 
使 xE Di (ii) 对 任意 xz、yEB,x 关 y, 存在 超 滤 集 DCB, 使 ED， 
yD, 或 TD, yED. 

9.1.9 设 B 是 布尔 代数 ,Fg (B) 是 B 上 全 体 超 滤 集 的 集合 
令 f:B>S(F(B)), 对 任 z€EB, f(z)={DE.F (B): rE€ED), 
则 了 是 布尔 代数 B 到 集合 多 (B) 的 短 集 布尔 代数 S(F (B)) 上 
的 同 构 映射 。 


$9.2 Lindenbaum 代数 


设 多 是 一 阶 语言 ， 用 Form ( 乡 ) 记 纪 的 所 有 公式 的 集合 。 
设 王 是 弓 的 和 谐 句 子 集 , 我 们 定义 Form ( 乡 ) 上 二 元 关系 汪 ， 对 
任意 YE Form( 色 )，y=y， 当 且 仅 当 卫 上 gy， 易 见 之 是 
Form( 红 ) 上 等 价 关 系 ， 对 任意 PEForm( 经 ) 令 
lpj={y: yEForm(),p~y}，|p| 是 8 关于 之 的 等 价 类 。 今 
B={|jyp|:9EForm( 纺 )} 对 任 q.JEForm( 纹 ), 定 义 lpl 人 1y| 当 上 且 
仅 当 三 上 p>y， 显 然 有 

命题 9. 2.1 对 任 g、9、、WEForm( 经 )， 如 果 |9 一 lw， 
jw 二 | 如]， 则 gj 过 1p1 当 且 仅 当 Igl<lyl. 1 

命题 9. 2. 1 说 明 |8| 委 | 外 的 定义 与 代数 元 取 法 无 关 ， 因 而 是 
合理 的 ， 不 难看 出 三 是 B 上 的 偏 序 关 系 , 令 1p|=1 如 3 上 9; 
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， 


18| 一 0 如 三 片 一 9 

定理 9.2.2 设 是 乡 的 和 谐 句 子 集 , 则 B 对 于 序 关 系 亿 及 
0、1 构成 布尔 代数 , 记 为 B(Z) 称 B(Z) 为 了 的 Lindenbaum 代数 。 

证 明 人 先 证 B 对 三 构成 格 。 对 任 pg、y 属于 Form( 乡 )， 
FvpAyrp EFF pAyry, 因此 lpAy|l<lpl, lpAyl<Ilyl, 对 
任 9€ Form( 乡 ) 如 果 161 委 181，101 委 1%1， 则 王 上 0-=9， 
3 上- 9>y, 因 此 3 上-9>pAy,10| 过 lpAy| 这 样 lpAyl 是 |p|、 yl 
的 下 确 界 ， 即 1p| A |%| 王 1pA%| 。 仿 此 可 证 19| V 1y1=|pVyl. 

由 Z| 上 -CyVYyA0)m(gA0)V (yA0). 易 见 B 是 分 配 格 , 0、1 
分 别 是 B 的 最 小 、 最 大 元 , 对 任 9EForm( 作 ), 3 上 -pV 一 9, 3 上- 
一 (pA 一 9 ,因此 |plV 1 一 pg|=1, |p| 人 1 一 gq|=0, 即 B 中 可 定义 
| 中 一 | 一 由 ， 这 样 妃 是 可 补 分 配 格 ， 即 B 是 布尔 代数 。 1 

定理 9.2.3 令 三 是 纪 的 和 谐 句子 集 ,r 是 弓 中 无 限 多 个 变 
元 的 集 ， 对 任 YE Form( 乡 )， 对 任 变 元 xz， 在 B(5) 中 ， 
|3zpl= YKz/o)|. ’ 

证 明 首先 由 8$ 2.2.2 例 3， 对 任 g€EForm( 经 )， 

上 PCz/u) 一 3zg 因此 3 上 p(x/v) 一 3xzp。 从 而 对 任 vEr， 
{%z/o)| 委 |3zg| ,这 样 13xg| 是 {| wz/o)1:vEzr} 的 上 界 。 

设 1y| 是 {gz/v)|:vEr)} 的 任 一 个 上 界 ， 则 对 任 v€Er， 有 
上 -pz/v)>y， 由 r+ 中 含 无 限 多 个 变 元 , 知 r+ 中 必 有 变 元 不 在 p 
和 乡 中 出 现 , 取 一 个 为 y, 由 3 上 9z/y)y 及 yy 不 在 pg、y 中 出 
现 , 可 知 有 3 上-3y(q(x/y)>y， 因而 -3zgLz)>y, 这 样 又 有 
13zpkz)|<Iyl 即 3zgkz)| 是 上 确 界 ,得 |3zxp|== V19z/v)1. 1 

定理 9. 2. 3 说明 在 B(Z) 中 {|gq(z/v)|: vEr} 的 上 确 界 总 
存在 并 等 于 13zg| ， 同 样 可 证 其 下 确 界 也 存在 并 等 于 |Yzyp|. 

定理 9.2.4 设 王 是 弓 的 和 谐 句子 集 , DD 是 Lindenbaum 代 
数 B(Z) 的 一 个 滤 集 . 令 To= {98: plED}), 则 DD 是 B(3) 的 
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超 滤 当 且 仅 当 To 是 极 大 和 谐 公 式 集 . 

证 明 设 p, mETo, 则 lp1, lp1ED, 由 DD 是 B(Z) 的 滤 
集 知 |n Ag1ED, 因此 pAqETD. 由 此 To 对 有 限 合 取 封闭 , 设 
FEForm( 作 ), To 片 %, 则 存在 有 限 多 个 公式 由，…， 9ETo, 使 
9 …， 匈 片 %。 因此 有 | 片 pA…Ap>y, nA…Ag| 志 |y|, 因 
而 %ETo， 即 To 对 推论 封闭 。 设 DD 是 超 滤 集 ,， 则 存在 p& DD， 
此 存在 FEForm( 乡 )，gp 久 Tp。 从 而 知 To 是 和 谐 的 公式 集 。 设 
FEForm( 作 ), 9 多 Tp, 则 |g1&D, 因 此 有 | 一 pl ED, 一 PETo, 这 
样 To 是 极 大 和 谐 公 式 集 。 

反 过 来 ， 设 .To 是 极 大 和 谐 公 式 集 ， 则 YETo 当 且 仅 当 
一 9 入 Tp. 因此 |p| ED, 当 且 仅 当 | 一 pq|&D, 这 样 D 是 B(Z) 的 超 
滤 集 ， 1 

设 三 是 和 谐 的 句子 集 , D 是 B(3) 的 一 个 超 滤 集 , r 是 到 全 
体 变 元 的 集合 , 在 +r 上 定义 二 元 关系 ~ 使 对 任 zx、>Er, zx 一 > 当 
且 仅 当 |z 三 y| ED， 易 见 ~~ 是 r+ 上 等 价 关系 . 设 rxEr， 令 
X 二 (yEr: x~y} 为 + 所 在 的 等 价 类 . 令 Ap={X; xE€ErT}. Ap 
是 = 的 全 体 等 价 类 的 集合 ， 我 们 试 以 4o 为 论 域 定义 纪 的 模型 。 

设 Ri 是 缘 的 n 元 关系 符号 , 定义 Ap 上 元 关系 符号 Ri: 
对 任意 zx ，…，xzvEr， 

Ri ，…， 苞 ) 成 立 当 且 仅 当 |RiCz ，…，z)1EDD. 

设 Ff 是 绕 的 m 元 关系 符号 ,定义 hp 上 的 m 元 函数 FF,; 
对 任意 zx，…，xzwEr， 如 存在 yEr， 使 

F(z Tn) 三 y| ED 就 令 下 J) (ZI，*…，X,) 二》. 

设 c 是 弓 的 常量 符号 ， 如 果 存 在 zxEr， 使 |c=zjED， 则 
令 z 作 4 在 Ap 中 的 解释 。 

由 DD 是 超 滤 不 难看 出 上 述 定义 与 代表 元 取 法 无 关 . 但 是 上 述 
定义 一 般 不 能 构成 和 的 模型 . 

例 1 设 终 ={c}. c 是 常量 符号 ，3={3vovi (vo 闫 v1)), 设 

180 


A={a,b}). 人 2U=(A, 5b) 是 纺 的 模型 .给 定 指派 = 《a,a,…), 即 指 
派 c 解释 任意 变 元 v, i€w。 令 D={|gl€EB(5): Up}， 由 于 
To= (9: FF.,9} 是 极 大 和 谐 的 公式 集 , 知 DD 是 B(3) 的 超 滤 集 ， 
但 由 色 全 ,一 (c 拓 ww) ,iiEow, 知 对 任意 变 元 wEr, 1c 二 vi| 信 DD. 因此 
上 述 定义 的 hp 中 常量 c 没有 解释 . 

、 ”为 了 使 以 上 定义 的 《Ap,， {Ri}ie1，(Fi}jes，(Cx}) 成 为 到 的 
模型 ， 我 们 必须 对 超 滤 D 加 以 适当 的 限制 。 

设 DD 是 B(53) 上 超 滤 ， 如 果 对 任意 PE Form ( 乡 )， 
,YIYz/v)1ED 当 上 且 仅 当 对 某 vEr，|yLz/v)1ED， 就 称 DD 是 完 
全 超 滤 。 由 定理 9. 2. 3, 如 果 DD 是 完全 超 滤 , 则 |3xp| ED 当 且 仅 
当 对 某 wEr，lw(z/o)1EDD. 

容易 看 出 并 非 每 个 超 滤 D 都 是 完全 的 。 例 如 上 例 中 ， 由 
UF,jzxlc 二 z+), 有 |13zx(c 三 z+)|€D, 但 对 任意 变 元 vEr， 
人 UF 碑 , 一 (ec 三 v) ,使 lc 三 v1&D。 因 此 DD 不 是 完全 的 。 

定理 9.2.5 设 刀 是 B(3) 上 完全 超 滤 ， 则 上 面 定 义 的 
Up 二 《hp，{Ri}ie1，{Fj)jes，{Cihiex) 是 到 的 模型 . 且 对 任意 
Ti…z)EFormn(S), 任 意 ，…，vwEr. 

(1) opFF9 [Di ，…， 名 ] 当 且 仅 当 |glv1,…,v,)|ED. 

证 明 设 F 是 丝 的 m 元 函数 符号 ， 天 由 
上 3z(CmCz…yz)=z)，|3zCmiCz…yz)=z)|ED. 由 万 是 
完全 超 滤 有 wvEr， 使 |Fj(z1,…,x,) 三 v)| ED. 因此 2b 中 有 
VE Ap, 使 F(Z1，…,,) 二 5. 同样 经 中 每 个 常量 符号 在 ao 中 也 
都 有 解释 ， 这 样 Zio 是 红 的 模型 . 

对 公式 wzi，…，xz) 的 复杂 性 归纳 ， 类 似 于 完全 性 定理 证 
明 的 方法 可 证 明 (1) 成 立 ， 我们 把 详细 的 过 程 留 给 读者 . 1 

推论 9.2.6 设 三 是 和 谐 的 句子 集 ， 刀 是 B(3) 上 的 完全 超 
滤 ， 则 和 po 也 

181 


.证 明 令 o= (lz, 而 ，*…) 是 2o 的 标准 指派 ， 由 定理 
9. 2. 5Bio 片 .Tp， 但 对 任意 句子 PE 3. 由 三 上 9, 有 |8| 一 1， 从 而 
lpl ED,gETo， 因此 ooFm 这 样 就 有 ohFZE 下 

推论 9. 2. 6 说 明 只 要 万 是 B(3) 上 完全 超 滤 ， 就 可 以 得 到 卫 
的 一 个 模型 ro。 称 由 完全 超 滤 DD 决定 的 模型 lo 为 基本 模型 . 
如 果 达 的 模型 的 论 域 是 由 乡 的 变 元 集 r 的 某 个 等 价 分 类 组 成 ,可 
以 证 明 这 个 模型 同 构 于 某 完全 超 滤 DD 决定 的 基本 模型 。 还 可 以 证 
明 不 同 的 完全 超 滤 决定 不 同 的 基本 模型 ,这样 8(3) 的 完全 超 滤 
的 类 与 的 基本 模型 的 类 之 间 有 一 个 一 一 对 应 ,但 是 , 一 般 说 来 ， 
如 果 语 言 乡 不 可 数 , 则 Lindenbaum 代数 B(3) 中 不 一 定 有 完全 
超 滤 。 

例如 , 多 = {ci:iE7}, 了 是 不 可 数 集合 . 3= {c 天 cj: i, jE7， 
;天 让。 这 样 , 三 是 和 谐 句子 集 , 但 是 三 的 每 个 模型 都 是 不 可 数 的 . 
因此 也 就 不 是 基本 模型 . 由 推论 9. 2. 6，B(3) 中 没有 完全 超 滤 ， 

对 可 数 语言 红 ， 我 们 将 证 明 ， 任 意 和 谐 句 子 集 了 ，B(Z) 中 
都 有 完全 超 滤 。 

引 理 9.2.7 (Rasiowa-Sikorski 定理 ) 设 妃 是 布尔 代数 , S 
是 中 的 子 集 的 可 数 族 。 如 果 对 每 个 4ES，4CB， 有 上 确 界 、 
V4EB, 则 存在 B 上 超 滤 D, 使 对 任意 4ES,， 如 果 V4ED, 则 
AND#AG。 

证 明 枚 举 S={4,: mnEw}, 令 a 二 VA.: nEw。 归 纳 定义 
B 的 一 个 元 素 序 列 {6b,: nEw}， 使 对 每 个 nEw, bE4,， 上 且 
{aoV bo，…，an Vb,) 的 下 确 界 不 是 0. 

2 一 0 时 , 只 要 取 如 一 1。 设 2Ew, 对 每 个 m<n, 已 经 找到 b,， 
使 y>= (aoVb)A…A(a' tiVpb 天 0. 

如 果 对 任意 元 素 bE 4A.， 都 使 yA (a',V5) 二 0. 则 
(yAa',)V (yA5)=0, 因此 yAa'.==0. 且 yA5==0.、 这 样 对 任意 
bEA.，y<b。 由 V A.EB,， 由 $89.1 练习 5,，A{b': 65€4,}= 
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(V4)'=a'€B, 这 样 y<a',, 因此 有 y= 二 yAa',==0, 这 与 归纳 假 
设 y 隆 0 矛盾 。 

这 样 必 有 bE 4,， 使 yA (a', V6,) 二 0， 从 而 归纳 地 证 明了 
{a'oVbo，a"1Vb，*…}) 有 有 限 交 性质 ， 因此 可 以 生成 马 的 一 个 滤 
集 。 并 旧 可 以 扩充 成 B 的 超 滤 集 D. 

对 任意 4,E5, 如 果 V A,==a.ED, 则 a', 多 DD。 由 a',VbED， 
必 有 bED， 由 于 bE4,, 因此 有 ANDzG。 1 

定理 9.2.8 设 乡 可 数 , 是 红 的 和 谐 句 子 集 ， 则 B(5) 有 
完全 超 滤 。 

证 明 由 于 弓 可 数 ， 因 此 Form( 经 ) 可 数 。 令 

三 (18Wz/o)l:uwuEr)，S=(4: VEFrom(2)) 则 S 是 BC(5) 的 
可 数 子 集 族 。 由 引 理 9. 2. 7, 存在 超 滤 D, 使 对 任意 PEForm(S)， 
如 果 V19Cz/v) 1E D， 则 存在 某 vEr, 使 lLz/vi)1ED。 由 于 
Kr/ |= 13zg| ,因此 DD 是 B(3) 的 完全 超 滤 。 1 

推论 9.2.9 设 绒 可 数 . 三 是 弓 的 和 谐 句子 集 , 则 存在 基本 
模型 &r，AxvFF 了 

证 明 由 推论 9.2.8，B(3) 中 有 完全 超 滤 D， 则 基本 模型 
Wp. 1 

推论 9. 2. 9 是 可 数 语言 的 G6del 完全 性 定理 。 

本 节 所 述 的 Lindenbaum 代数 是 建立 在 Form( 红 ) 上 的 。 如 果 
记 Form,(2) 为 芭 中 全 体 公 式 wrzo，…，um-i) 的 集合 ， 即 
Form,( 弓 ) 中 公式 的 自由 变 元 都 在 w，…，w-; 之 中 , 用 同样 的 方 
法 可 以 构造 Form,( 宅 ) 上 的 Lindenbaum 代数 ,如 果 三 是 乡 的 和 
谐 句 子 集 ，B.(Z) = {1p|: 2EEForm(S2)}， 则 B,(5) 是 B(Z) 
的 子 布尔 代数 。 如 果 三 只 是 经 的 逻辑 公理 或 忆 的 恒 真 公式 组 成 
的 集合 , 记 B(3) 为 BO)， 记 已 (3) 为 B,(), 或 简 记 为 B， 
B,。 特 别 B。 是 乡 的 全 体 恒 真 句子 集 的 布尔 代数 。 
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练习 


9.2.1 设 人 是 纪 的 和 谐 理论 ,在 Lindenbaum 代数 B。 中 定 
义 DGIT)= (|p|: pET}， 证 明 : 

(i) D(T) 是 Be 的 滤 集 ; 

(ii) 全 是 有 限 可 公理 化 的 当 且 仅 当 D(T) 是 Bo 的 主 滤 ; 

《iii) 人 是 完全 理论 当 且 仅 当 P(T) 是 Bo 的 超 滤 。 

9.2.2 令 卫 是 可 数 语言 乡 的 和 谐 句 子 集 , D 是 B,(3) 的 超 
滤 ， 证 明 存 在 三 的 可 数 模型 2， 存 在 ao，…，a,-,€ 4, 使 
D= {|¢v0.%% v1) FEP Coo，…，a 门 }. 

9.2.3 设 和 是 句子 集 卫 的 可 数 模型 . &= (co，…，w-:) 是 
论 域 4 中 个 元 素 组 成 的 元 序 对 ， 在 B,(3) 中 令 
DU Y= poor sv) |: UFp oo es an), 

则 D(2U,a) 是 B,(3) 中 超 滤 集 . 如 果 人, 名 都 是 的 可 数 模型 ， 
a，5 分 别 是 论 域 4、B 的 元 序 对 ， 则 
D(2U,a)=D( 儿 ,5) 当 且 仅 当 (2 ,a) 二 (多 ,6b). 


184 


第 十 章 ”完全 理论 的 可 数 模型 


$10.1 可 数 原子 模型 


本 章 讨论 可 数 语言 乡 的 完全 理论 的 一 些 可 数 模 型 。 

设 开 是 纪 的 完全 理论 ,多 的 公式 wzi，…，z) 称 为 了 的 
完备 公式 ， 如 果 对 5 的 每 个 公式 jzi，…，z) 

THFpry 或 了 上 9 一 少 

恰 有 一 个 成 立 。 这 里 了 上 rr> 少 是 
下 上 Yz 和 zsGpCz…yz) 一 zz)) 的 简写 ， 其 余 类 似 。 

. 综 的 公式 0(z1,…， zx,) 称 为 了 的 可 完备 化 的 公式 ， 如 果 有 
一 个 了 的 完备 公式 wzi，…，xz)， 使 

人 片 VCzi yzo) 一 gz Tn) 
成 立 ， 如 果 对 了 7 的 任意 完备 公式 zi，…，z) 都 

TH Yr zs) OT I ). 
因此 7T 上 zi，…zo) 一 一 9Czl…yzo). 则 称 2(z 、…，xz,) 是 
不 可 完备 化 的 公式 。 

称 理论 荆 是 经 的 原子 理论 , 如 果 弓 中 每 个 与 7 和 谐 的 公式 
都 是 T 的 可 完备 化 的 公式 。 

模型 2 称 为 红 的 原子 模型 , 如 果 对 任意 ai, az …，,aE4， 
存在 Th(ax) 的 完备 公式 gz ，…，z) 使 BFFEYCal，…，ao) 
如 果 和 是 原子 模型 ，2 又 是 可 数 模型 ， 就 称 2 是 可 数 原子 模 
型 。 

定理 10. 1. 1 (原子 模型 存在 定理 ) 设 了 是 可 数 完全 理论 ， 
则 T 有 原子 模型 当 且 仅 当 了 T 是 原子 理论 。 

证 明 (=>) ， 设 T 有 原子 模型 4 ， 由 了 是 完全 理论 ，7 是 
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Th(2) 的 公理 集 ， 设 %zi，…，z) 是 到 中 与 和谐 的 任意 一 
个 公式 ， 由 了 完全 ， 必 有 
TFH3z zz x) 

这 样 必 有 ai，…，aE4, 使 FFY [al，…，a. 由 和 是 
原子 模型 ， 知 必 有 Th(2) 的 因而 也 是 7T 的 完备 公式 
Ka，…，an), 使 Up Cai，…，o]。 这 时 不 可 能 有 

TH wzi…yzo) 一 一 %zi…yzo) ,因此 只 能 有 

TH ¢ zs Ts) p(T ,Ts) 

这 样 y(z1，…，z,) 是 T 的 可 完备 化 的 公式 。 

(<=) 设 了 是 纪 的 原子 理论 ， 令 

《zi ) 二 {一 9《Ti0 9T,) :9(T1,…,7,) 是 了 的 完备 公 
式 } 

对 任意 与 和 谐 的 公式 y(z;，…， xz,)， 由 7 是 原子 理论 , y 
可 完备 化 ， 因 此 存在 一 yz … ,zi)ET, 使 Tq> 一 y,， 即 了 与 
公式 gy 和谐 , 也 就 是 说 了 T 与 5 人 一 (一 9) 和 和谐。 这样 了 局 部 省 
略 ,应 用 推广 省 略 型 定理 , TT 有 可 数 模型 2 省 略 每 个 全 ,， 这 
时 对 任意 a1，…, a,€ 4, 存在 某 一 个 公式 一 9x1，… ,zx,) ET,, 使 
人 U 颖 一 pp [a ，…，an]， 因 而 UF9 (al, …，an]。 

由 ,的 定义 知 9z1，…，, zx,) 是 了 的 , 因而 也 是 Th(2) 的 
完备 公式 ， 因 此 和 是 可 数 原子 模型 。 1 

定理 10. 1.2 可 数 原子 模型 的 唯一 性 定理 ) 设 和 , 多 都 
是 乡 的 可 数 原子 模型 ， 2 二 多 ， 则 法 儿 . 

证 明 设 纹 或 多 有 限 ， 则 由 伯 二 多 ， 必 有 人 宇多 ， 现在 
令 UM、 贸 都 是 可 数 无 限 模型 。 我 们 分 别 枚 举 论 域 4、B 的 元 素 : 

2 

bos bi, b,， yy b.,» a 9 

用 过 来 过 去 法 给 出 A、B 的 重 排 。 

令 T=Th2U=Th 多 , 先 取 ao=co, 由 和 是 原子 模型 ， 有 了 
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的 完备 公式 WXo), 使 Utao)， 因此 UI3zop(zo)， 由 
人 U== 贸 又 有 他-Ixo9zo)， 因此 存在 65€ B, 使 Bp CO 选取 
最 前 面 的 一 个 元 为 bo， 名 99 6' 0. 

现在 选取 B 中 未 选 过 的 元 素 中 最 前 面 的 一 个 为 8， 由 多 是 
原子 模型 ， 有 了 的 完备 公式 中 (zo，ziD， 使 FF9 [Wo 0 ， 现 
在 马 F3zigw(Oozi)， 因 此 不 能 有 了 片 [zo) 一 一 3zm(Czozl)， 
由 于 wm(Czo) 是 T 的 完备 公式 ， 必 有 7T | H(Czo) 一 ziCzozl) 。 

因 此 BFYzo(m(Czo) 一 3zpm(Croz))， 特 别 对 aoE4， 
FFmWCo 一 3zi9 (az 由 上 名 [ao ,有 BF3zm(a'ozi)， 
这 样 存在 a€ 4，, 使 UU 奢 p [aoa]。 选 取 最 前 面 的 一 个 为 a，， 使 
Ula'o, a'1)。 

容易 看 出 这 一 过 程 可 以 不 断 重复 ， 最 后 可 得 到 A4、B 的 重 排 

oy PA a'ss 9 世人 

os bs Mis oy Mis a. 

使 对 任意 xn<w， 存在 了 的 完备 公式 rzo，…，xzno). 
FFYCe 0 ,aH BE ob). 

令 f: Uv 贸 ,对 任 n<w， f(a',) =b,， 对 的 任意 公式 
%(zo，…，xzn)， 如 果 GFY (a'。，…，a'"]， 则 一 定 有 了 的 完备 
公式 VCzi…zs)》 使 7 上 Pr>% 因此 必 有 家 FE% [6'o，…， 6b',]， 易 
见 了 是 模型 2% 到 多 上 的 同 构 上 映射， 因而 和 全 1 

原子 模型 的 存在 定理 说 明 只 要 理论 了 是 完全 的 并 且 是 可 数 
原子 理论 , 则 了 必 有 可 数 原子 模型 。 原 子 模型 的 唯一 性 定理 说 明 
可 数 完全 理论 如 果 有 可 数 原子 模型 ， 则 在 同 构 的 意义 下 至 多 只 能 
有 一 个 可 数 原子 模型 。 但 是 如 何 判别 一 个 理论 T 是 原子 理论 ? 如 
何 判别 一 个 模型 是 原子 模型 呢 ? 下 面 引入 素 模型 概念 ， 并 证 明 可 
数 原子 模型 就 是 可 数 素 模型 ,而 素 模型 可 以 看 成 理论 的 最 小 模型 ， 
因而 也 是 容易 判别 的 。 

红 的 模型 2 称 为 素 模 型 ,如果 能 初等 嵌入 Th2 的 每 个 
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模型 中 。 人 2 称 为 可 数 地 素 模 型 ， 如 果 2 能 初等 嵌入 Th(2l) 的 
每 个 可 数 模型 之 中 。 

定理 10.1.3 设 U 是 乡 的 模型 , 则 人 是 可 数 原子 模型 当 
且 仅 当 和 是 素 模型 当 且 仅 当 和 是 可 数 地 素 模型 。 

证 明 (1) 设 信 是 可 数 原 子 模型 , 令 T=Th(2U), 设 多 是 
乡 的 一 个 模型 ,BT， 我 们 证 明 2U 多 名 . 

列 出 论 域 4 中 元 素 co, ca， az，…， 用 单 向 的 过 来 过 去 方法 给 
出 论 域 B 中 元 素 的 一 个 可 数 叙 列 : 

对 aoE4, 由 人 是 原子 模型 , 存在 T 的 完备 公式 g(xzo)，, 使 
FFHU Cool， 因 而 有 FF3zom(zo)， 自 然 有 3zom(Czo) ET， 从 
而 多 FF3zep(Czo)， 这 样 有 6EB， 使 2FFm (5), 选 一 个 作为 bo， 
BF bo]. 

对 aeE4, 也 存在 7 的 完备 公式 gCzoz1), 使 FE Cooa]， 
因此 FF3zip (coz)， 这 样 不 能 有 TFFEm(Czo) 一 3 (zox)， 
由 于 Rm(zo) 是 了 的 完备 公式 , 必 有 Tp(zo) 一 3zipm(zozi)， 这 
样 对 任意 5€ B， 特 别 对 5b。EB， 有 

BER bo) Irig bor) 

因此 存在 6€B， 可 选 一 个 为 bE€B， 使 


BEG bobi] 

容易 看 出 ,这 一 过 程 可 以 不 断 重复 , 最 后 得 到 论 域 B 的 可 数 
子 集 {b, bb，…})， 对 任意 nw 存在 T 的 完备 公式 
RTos ek xz) 使 

Up ao an), BER Cho **, bo 


令 f:2U 了 多 是 到 罗 内 的 映射 ,对 任意 n<w, f(a,)=6, 
设 %zo, …x) 是 纪 的 任意 一 个 公式 ,如果 AlFY [ao，…，a] 
则 必 有 
TH Gro Tp ro ,Tn) 
因而 有 用 FFY [ao，…，a,]， 不 难看 出 f 是 人 到 多 内 的 同 构 柑 
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入 ， 又 是 初等 嵌入 ， 因 此 2 是 素 模型 。 

(2) 3x 是 素 模型 ， 显 然 2 是 可 数 地 素 模型 。 

(3) 设 是 可 数 地 素 模型 ， 我 们 证 明 2 是 可 数 原子 模型 。 

任意 oa，…，asE4， 令 PCzi…zo) 一 
{0(Cziyzo): GBFYVCa， …，ao}) 是 由 aa，…，a, 实现 的 型 , 令 
了 =Th(2U) 对 TT 的 任意 可 数 模型 多， 有 f: 2U 号 多， 易 见 有 

BET aD), fla)) 

因此 厂 被 的 任意 可 数 模型 实现 , 由 省 略 型 定理 , 及 不 能 被 
7 局 部 省 略 。 因 此 RPRCzi，…，xz) 被 了 局 部 实现 ， 即 有 一 个 与 了 
和 谐 的 公式 wz，…，xzo)， 使 对 任意 Yi，…，z) ET,， 
人 TH Yz 和 yz) 一 yz xz)。 但 对 经 的 每 个 公式 
plzi，"…，Z) 或 ET 或 JyETT, 两 者 必 居 其 一 。 因 此 对 红 的 任 
意 公 式 y(z1*…z,)， 

THFpry 或 THF gry 

两 者 必 居 其 一 , 这 样 pg 是 7 的 完备 公式 , 又 由 T 片 9>9， 必 
有 YETR， 从 而 有 FFYCo，…，a]。 这 就 说 明 U 是 可 数 原子 模 
型 。 

由 〈1) (2〉(3) 知 定理 中 的 三 个 条 件 都 是 充分 必要 条 件 。1 

定理 10. 1. 3 给 出 了 判定 一 个 模型 或 一 个 理论 是 否 有 可 数 原 
子 模型 或 是 不 是 原子 理论 的 方法 。 

每 个 有 限 模 型 必 与 其 初等 等 价 的 模型 同 构 ， 因 此 必 是 素 模型 
也 就 是 原子 模型 。 和 中 没有 任何 非 逻辑 符号 时 ， 每 个 可 数 模型 都 
可 以 嵌入 与 之 初等 等 价 的 模型 ， 因 而 也 是 原子 模型 。 

人 Y= (Q, 三) 是 无 端点 稠密 线性 序 理论 的 素 模型 , 因此 是 原 
子 模型 ， 这 样 无 端点 稠密 线性 序 理论 是 原子 理论 。 不 难看 出 特征 
的 代数 闭 域 理论 和 特征 0 的 代数 闭 域 理论 都 有 素 模型 ， 因 而 都 
是 原子 理论 。 
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练习 


10.1.1 如 果 zi，…，z.) 是 理论 了 关于 变 元 mm，…，m 
的 完备 公式 , 证 明 3zg(zi, …，z,) 是 理论 T 的 关于 变 元 z，…， 
ZTn-1 的 完备 公式 。 

10.1.2 设 U 是 红 的 任意 可 数 模型 , 证 明 膨 胀 模型 
(QU ，a)。en 是 语言 ZU4 的 可 数 原子 模型 。 

10.1.3 设 人 是 绽 的 可 数 原子 模型 ,DD 是 Lindenbaim 代 
数 BCTh(2)) 的 任意 一 个 滤 集 ， 证明 D 可 以 扩充 到 BC(Th( 人 2)) 
的 一 个 主 滤 集 ， 即 BC(Th 人 2 ) 的 每 个 超 滤 集 都 是 主 滤 集 。 

10.1.4 设 人 了 是 终 的 完全 理论 ， 如 果 了 的 Lindenbaum 代 
数 B(T) 的 每 个 滤 集 都 是 主 滤 集 , 证 明 T 有 模型 实现 与 7 和 谐 的 
每 个 和 谐 的 公式 集 。 


8$ 10.2 可 数 地 饱和 模型 


设 信 是 红 的 模型 ,YCA 是 论 域 4 的 子 集 , 记 公 y= 人 UY， 
Uy=(2U，a)sey， 分别 是 乡 和 人 的 膨胀 语言 和 膨胀 模型 。 

模型 Zr 称 为 可 数 地 饱和 模型 , 如 果 和 是 可 数 模型 ， 且 对 任 
意 有 限 子 集 YC4 ,与 Th(2iyv) 和 谐 的 每 个 公式 集 FCz) ,都 在 Qir 
中 被 实现 。 

注意 T(z) 是 膨胀 语言 学 v 的 公式 集 , 容易 看 出 如 果 红 是 红 
的 可 数 地 饱和 模型 。 则 对 任意 有 限 子 集 YC4,， 2y 是 ev 的 可 数 
地 饱和 模型 ， 但 并 非 每 个 可 数 模型 都 是 可 数 地 饱和 模型 .例如 
Peano 算术 的 标准 模型 2 不 是 可 数 地 饱和 模型 因为 对 CC4， 
与 Th( 人 QU) 和 谐 的 型 T(z)={zx 半 0,z 半 $0,z 关 S50,…) 在 中 
不 被 实现 。 
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设 3Czi，…，z*) 是 语言 乡 的 公式 集 , YT1,，…, x,) 是 红 
的 一 个 公式 , 称 g 是 2 的 一 个 推论 , 记 作 下 -gp, 如 果 对 任意 模型 
人 UY， 任意 元 组 a1，…a,€ 4 如 果 人 UU 帮 5 [ca，…a,] 就 有 

U9 [ai, *, a,] 

命题 10.2.1 设 到 = 红 U {a，…, cm) 是 经 的 膨胀 语言 ， 
m<a， 其 中 ci，…，co 是 互 不 相同 的 新 常量 ， 则 了 3Cz ，…，z) 
是 纤 的 型 当 且 仅 当 3 ，…，cw，zn+fl， …，z) 是 22 的 型 。 

证 明 容易 看 出 3Cz，…，xz,) 和 谐 当 上 且 仅 当 
也 (cl，…，cw，xzn+l， …，xzo) 和 谐 ， 而 对 每 个 纪 公式 
zi，…，zo)，HJZI，…，Zzo)EZECz，…，xz) 当 且 仅 当 
Bcl，ycmyTm+lyTo)E 瑟 (CCcmyZm+19 To)， 
因此 PCzi,…，zo) 与 一 PCziy…yzo) 恰 有 一 个 属于 了 Czi，…，xzn) 
当 且 仅 当 gc， mn Za+1 "与 
一 pcl，…，cnm，zm+l，…，xz) 恰 有 一 个 属于 
EC1s ss Cms Tmtis Zn)， 1 

命题 10. 2. 2 ” 设 模型 4 是 纪 的 可 数 地 饱和 模型 , 对 任意 有 
限 子 集 YCA， 对 Sy 的 任意 公式 集 攻 (x1，…，z,)， 如 果 械 与 
Th( 人 Uy) 和 和谐， 则 本 被 Zr 实现 。 

证 明 对 型 T(x,，…， xz,) 的 变 元 个 数 n 归纳 . n=1 时 由 可 
数 地 饱和 模型 的 定义 知 结论 成 立 ， 设 变 元 个 数 为 n 一 1 时 结论 成 
立 . 令 PCz，…，m) 与 Th(2Uy) 和 谐 。 不 妨 假设 卫 对 合 取 封 
闭 。 令 也 (z…yz-D) 一 (zy(Czyzo): YED)。 

则 站 与 Th(Q2y) 也 和 谐 , 由 归纳 假设 存在 a1，…, a,-1€ 4 
使 2y 上 TT[ay, …， a,-1]. 

令 了 =YU {a …, ani}， 则 YY 仍 是 4 的 有 限 子 集 。 
Ta "an, Xr) 与 Th(Uy') 也 和 谐 , 因 为 对 任意 有 限 
多 个 公式 Yi(aiye** sas yz)， ,yo(ai aryT) ET (Cal, 
Qn-i9ZTn) ， 有 YiCzis 人， Tr) YT， ZX ) ET 古 ,因此 
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3zs( 和 A…Ay)ERR (zl1，…，Z,-1)， 从 而 有 

lvrF3zs(0 (aa) A 人 Ya1 a-1,T，)) 这 样 
Th (Uy') 与 (4,…,an1, xz,) 的 任意 有 限 子 集 和 谐 因此 
Th 《By ) 与 PCai,a -ze 和谐。 

再 由 G 是 可 数 地 饱和 模型 ， 知 存在 a.€E 4， 使 

Uy' ET [oa，…，a ii，a]。 

这 就 也 有 lvrFP [aa，…a]。 1 

定理 10. 2. 2 把 可 数 地 饱和 模型 定义 中 单个 变 元 的 公式 集 
PCz) 推 广 到 任意 有 限 多 个 变 元 的 公式 集 T(z ，…，zo)， 

定理 10. 2.3 〈 可 数 地 饱和 模型 的 存在 定理 ) 令 T 是 完全 理 
论 , T 有 可 数 地 饱和 模型 当 且 仅 当 对 每 个 z<w, T 只 有 可 数 多 个 
nn 变 元 的 型 。 

证 明 设 T 有 可 数 地 饱和 模型 2, 由 命题 10. 2. 2, 每 个 与 了 
和 谐 的 n 变 元 的 型 都 在 2 中 被 实现 。 但 2 的 论 域 4 的 每 个 元 
组 只 能 实现 唯一 一 个 型 , 而 可 数 集 4 只 有 可 数 多 个 x 元 组 . 因此 
了 至 多 只 有 可 数 多 个 n 变 元 的 型 。 . 

反 过 来 ,对 每 个 n<w, 设 只 有 可 数 多 个 变 元 的 型 与 了 和谐。 
我 们 来 构造 了 的 可 数 地 饱和 模型 。 

令 放 =UC, 其 中 C= (a, cz，*…}) 是 可 数 新 常量 集 , 设 
YCC, Y= {d，… d,} 是 C 的 有 限 子 集 , 7 在 < 中 的 一 个 型 
T(z) 即 TT(d1,…,d,,z) 对 应 T 在 乡 中 的 一 个 型 T(z ,*… zs)， 
由 于 了 人 在 纪 中 至 多 有 可 数 多 个 型 , 因此 对 每 个 有 限 子 集 YCC,T 
在 人 2y 中 也 至 多 只 有 可 数 多 个 型 , 而 C 的 有 限 子 集 Y 也 只 有 可 数 
多 个 , 因此 对 所 有 有 限 子 集 YCC, 所 有 的 与 了 和 谐 的 2; 的 型 共 
有 至 多 可 数 多 个 ， 我 们 全 部 将 其 枚 举 如 下 : 

T(z) ,T(x) ,T(x), 

再 枚 举 经 "的 全 部 句子 

大 入 让 
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归纳 地 构造 2' 的 理论 的 递增 序列 ; 

T=ToCT:CT:CT:C… 
使 对 每 个 mm <w， 有 

(1) T- 和 谐 ，T. 中 只 含有 限 多 个 C 的 新 常量 ; 

(2) ET 或 一 qn ETnti; 

(3) 车 p=3zy(z)ETnt, 则 有 cEC,c 不 在 T, 与 中 出 
现 ， 使 WecI)ET-。ti 

《4) 若 Po。(z) 与 Tri 和 谐 , 则 有 dzEC,dz 不 在 T。 Jo 、T-(z) 
中 出 现 , 使 T,(d) CT 

容易 证 明 当 T。 构造 之 后 可 以 构造 T。+ 使 满足 (1)， (2)、 
(3) 和 (4) 。 

令 了 .= 已 T， 则 了 .是 纪 的 极 大 和 谐 句子 集 ，T. 有 模型 
(多 ，ao，al，*…) 其 中 ao 是 新 常量 c. 的 解释 。 由 〈3) 可 知 以 4 
一 {ao，al，…} 为 论 域 可 以 构成 (多 ， Qo, dl, …) 的 子 模 型 
(2 ，ao，a，…) 上 FT。, 这 样 alFT。 容 易 证 明 2 是 可 数 地 饱 
和 模型 。 | 

由 定理 10. 2. 3 容易 得 到 如 下 推论 。 

推论 10. 2.4 设 纪 的 完全 理论 7 了 只 有 可 数 多 个 不 同 构 的 可 
数 模型 ， 则 7 有 可 数 地 饱和 模型 . 

证 明 设 PC，…，z) 是 T 的 一 个 型 , 则 一 定 有 可 数 模型 
UT， 存 在 a1，…，a,€ A，U 碑 TT(al，…，a,)。 每 个 可 数 模 
型 至 多 只 能 实现 可 数 多 个 n 变 元 的 型 .由 题 设 对 每 个 n<w, 人 只 
有 可 数 多 个 变 元 的 型 。 由 定理 10. 2. 3,T 有 可 数 地 饱和 模型 。 1 

与 可 数 原子 模型 一 样 ， 完 全 理论 的 可 数 地 饱和 模型 也 是 唯一 
的 。 

定理 10. 2. 5 〈 可 数 地 饱和 模型 的 唯一 性 定理 ) 如 果 人 UU、 多 
是 经 的 两 个 可 数 地 饱和 模型 且 2 多， 则 2U 衬 儿 . 
证 明 类 似 原 子 模型 唯一 性 定理 的 证 明 用 过 来 过 去 法 ,分 别 
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枚 举 模型 ar、 马 的 论 域 4、B: 

be 

bo, bi, 2 oo. 和 
令 C= {cos cy ***} 是 可 数 新 常量 集 . 令 ao=ao， 
T(zo) 二 {YTo) :UJhlao)), 则 Tobzo) 是 Th(2) 的 一 个 型 , 由 
于 全 多 .Th(2U)==Th( 名 ). T(zo) 也 是 Th( 罗 ) 的 型 . 而 多 
是 可 数 地 饱和 模型 , 必 实 现 PoCzo)， 即 存在 5E B, 使 BF 片 TC6)， 
取 第 一 个 这 样 的 5 为 b, 令 红 , 二 乡 U {co), 在 模型 UYU、 多 中 分 
别 以 oo，b 解释 co， 得 到 膨胀 模型 (2 ，ao)，( 多 ，6b,)， 易 见 仍 
有 (2U，ao) 三 ( 久 ，bo) 且 都 是 可 数 地 饱和 模型 . 

现在 取 B 中 未 用 过 的 第 一 个 元 素 为 6 同样 存在 a€ 4, 取 第 
一 个 为 wa， 使 对 膨胀 语言 经 = 到 Ufcoc}=2oU(c)， 有 
(人 UM， qo， a1) 三 ( 狠 ， bo， 所 ), 这 时 (Bl ao, ai) (一 , bo 六) 还 
是 可 数 地 饱和 模型 。 

往返 重复 这 个 过 程 可 得 到 4、B 的 重 排 

bo bi, bes 
使 (多, a6, a1，*…) 三 (多 bo， b，…)。 这 时 模型 UY、 多 中 元 
素 都 是 宝 U {co，cl，…) 中 常量 的 解释 ， 因 此 有 
ff (Ua a ) 实 ( 儿 , bs 本，…)，, 对 任意 nn 过 w, f(a,)=6,。 
这 样 当然 有 2 法 儿 . 1 

与 上 一 节 中 素 模型 对 偶 的 概念 是 万 有 模型 . 称 弓 的 可 数 模型 
4 是 可 数 地 万 有 模型 , 如 果 对 纪 的 任意 可 数 模型 多 , 多 二 则 
角 交 45. 可 数 地 万 有 模型 可 以 看 成 是 一 种 最 大 的 可 数 模型 , 它 能 
包含 与 之 初等 等 价 的 全 体 可 数 模型 。 

定理 10.2.6 和 的 每 个 可 数 地 饱和 模型 都 是 可 数 万 有 模型 。 

证 明 设 色 是 纪 的 可 数 地 饱和 模型 ， 氏 是 可 数 模型 ， 
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人 2 二 多， 枚 举 多 的 论 域 B 为 
bo, bi, bb, a 
用 单 向 的 过 来 过 去 法 可 以 得 到 和 的 一 个 元 素 列 

es 
使 对 任意 4 二 w，(2U，ao，…，a,) 三 ( 儿 ，b。，…，b,)。 因 此 有 
(2U, a0, ql，…) 三 (多 ,bo，b1，…)， 这 样 令 f: 多 > 人 2U 对 任意 
nn<w， 丰 (0) 一 av， 即 得 也: 了 瑟 多. 1 

定理 10. 2. 6 说 明 可 数 地 饱和 模型 是 可 数 模型 中 最 大 的 一 个 ， 
这 样 可 数 地 饱和 模型 与 可 数 原子 模型 是 对 侦 的 概念 。 

定理 10. 2.7 (w 范畴 特征 定理 ) 设 T 是 乡 的 完全 理论 , 则 
人 是 ww 范畴 理论 当 且 仅 当 对 每 个 zc<w，7 只 有 有 限 多 个 变 元 为 
ZI，…，xzn 的 型 。 

证 明 (~) 设 T 是 w 范 畴 理论 , 则 了 T 只 有 唯一 的 可 数 模 型 。 
由 推论 10. 2. 4 人 有 可 数 地 饱和 模型 ， 但 这 唯一 的 可 数 模型 必 是 
素 模型 ， 因 而 又 是 可 数 原子 模型 。 这 样 了 有 一 个 既是 可 数 地 饱和 
又 是 可 数 原子 的 模型 和 

设 PCr，…，zm) 是 工 的 自由 变 元 为 zz，…， x, 的 型 由 于 
纹 是 7 的 可 数 地 饱和 模型 . 荆 必 在 中 被 实现 , 即 存在 a1，…， 
an€4. 使 UFT[Cal,…, oa， 又 由 于 是 原子 模型 . 因此 存在 
了 的 一 个 完备 公式 P(z，…，zw)， 使 于 La， …, a,]， 这样 必 
有 ypETT。 由 此 知 对 每 个 n<w, 每 个 型 T(x，…， x,) 中 都 含有 一 
个 完备 公式 . 

令 zz) 一 { 一 proz): oz …，z) 是 了 的 完 
备 公式 }， 由 于 公式 集 3Cz，…，xz.) 不 含 了 的 任何 完备 公式 ， 
(zi，…，xX,) 不 能 扩充 成 为 了 的 型 , 这 就 是 说 了 Cr，…，z) 与 
了 不 和 谐 . 这 样 必 有 有 限 子 集 ，{ 一 ph (xis, )，， 
ax ,Zn)}CZE(z 7,) 与 人 不 和 谐 ， 因此 
TF a Ap), TEaV Vp 
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令 古 (zzo) 一 (zyzn) :Tq 习 J}， 由 于 8 是 7 
的 完备 公式 , T(z,，…，z,) 是 与 和 谐 的 型 ， 我 们 证 明 与 了 和 
谐 的 自 由 变 元 为 TI9， “9 Tn 的 型 只 有 Ti (zy Xn) 
,A《Z1… ,TX,) 这 rm 个. 

设 (z1，…， xz) 是 与 和 谐 的 一 个 型 . 则 本 在 中 必 被 
实现 ， 因 此 有 a ，…，a.€4, 使 UETCal，…，a,] 

由 了 TFmV…VY， 必 有 ;i 委 mm， 使 FJHCol，…，a]， 易 见 
有 FF 有 Ca，…，oa] 

这 就 得 到 T(z1，*… ,x)= 二 T(z ,7z1) ;im。 

《< 二)” 设 对 每 个 n<w,T 只 有 有 限 多 个 变 元 为 zx，…，z 的 
型 , 令 B,(T) 是 T 在 Form。(22) 上 的 Lindenbaun 代数 , T 的 每 
个 n 变 元 的 型 都 对 应 B,(T) 中 一 个 超 滤 ， 因此 B.(T) 上 只 有 有 
限 多 个 超 滤 ， 对 每 个 公式 wz，…，z)， 令 

9={D :D 是 B,(T) 上 超 滤 ，|p| ED)。 

对 任意 wyEForms( 经 ) 若 |8| 天 |%|, 则 必 有 9 少 因 而 有 超 滤 疡 ， 
使 Ilpl ED, Iy1&D 或 ly1ED, lp|&D. 由 于 BC7) 上 只 有 有 限 
多 个 超 滤 ， 因 此 只 有 有 限 多 个 互 不 相同 的 qg。 这样 B,(T) 是 有 限 
布尔 代数 ， 易 见 B,(T〉 上 每 个 超 滤 都 是 主 超 滤 . 

设 PCr，…，z) 是 与 了 和 谐 的 一 个 型 . 和 卫 对 应 B.(T) 中 一 
个 由 1pl 生 成 的 主 超 滤 ， 对 任 一 公式 YEForm。( 红 )， 有 YET 或 
一 YETD， 因 此 有 18| 委 144， 或 18| 委 | 一 名。 这 样 TFEw> 少 或 
T 上 Jr> 一 %， 必 有 一 个 成 立 。 这 就 是 说 8 是 T 的 完备 公式 ,T 的 每 


”个 型 中 都 含有 了 的 完备 公式 . 


设 是 这 的 模型 , UT, 对 任意 元 素 a1,，…, a,€4, 令 
T(z ，…，X,) 是 人 2 的 由 a1,，…，, a, 实现 的 型 . 则 必 有 完备 公式 
KHz， …，X,) ET, 使 UCal,，…，a,]。 

这 样 了 的 每 个 可 数 模型 都 是 可 数 原子 模型 . 

由 于 了 是 完全 理论 , T 的 任意 模型 都 初等 等 价 ， 而 初等 等 价 
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的 可 数 原子 模型 都 同 构 ， 因 此 即 了 是 ww 范畴 理论 。 1 

现在 我 们 知道 可 数 语言 的 完全 理论 T 如 果 有 可 数 多 个 型 , 则 
轴 有 可 数 地 饱和 模型 . 如 果 对 每 个 zx<w,T 至 多 有 有 限 多 个 型 , 则 
了 是 ww 范畴 理论 ， 反之 亦 真 。 下 面 定理 给 出 可 数 地 饱和 模型 和 可 
数 原子 模型 的 关系 。 

定理 10.2.8 设 T 是 可 数 语言 乡 的 完全 理论 , 如 果 T 有 可 
数 地 饱和 模型 ， 则 T 是 可 数 原子 理论 ， 因 此 荆 有 可 数 原子 模型 。 

证 明 设 T 不 是 原子 理论 ， 则 存在 与 和 谐 的 公式 
wzi，…，xzu) 不 可 完备 化 . 当然 gCz1，…，z,) 不 是 T 的 完备 公 
式 ， 这 就 存在 公式 y(z1，…，zx,) 使 

THFprYy, TH pry 
不 是 恰 有 一 个 成 立 ， 由 于 了 与 9 和 谐 ,， 上述 两 式 不 能 都 成 立 ， 这 
样 上 述 两 式 便 都 不 成 立 ， 即 

THory, TH or—y. 
于 是 有 了 与 (pg、 一 J}, T 与 (p、y} 都 和 谐 . 

令 m=pA 一 y， R= 二 pAy, %、 9 分别 都 与 7 和 谐 , 又 显然 有 

THFp9, TH9oy, 

及 9 不 可 完备 化 ， 知 W%， 也 不 可 完备 化 。 这 样 对 pp， 可 
重复 以 上 过 程 ， 不 断 重复 可 得 到 一 树 形 : 


区 


Ser 


Gi 

对 每 个 由 0, 1 构成 的 无 限 序列 i。, ,is，…， 对 应 于 该 树 的 一 个 

枝 {9,，9,，F,，…}。 这 个 公式 集 的 每 个 公式 都 与 和 谐 ， 且 
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TFF9, 一 9,, 只 要 8 之 1。 这 样 这 一 枝 的 每 个 有 限 子 集 都 与 T 和 谐 , 因 
而 (8,，P,，9,，*…) 与 和谐， 然而 对 于 任意 两 个 不 同 的 序列 


{ios ds ia 与 {jos ji jz» 5 必 有 第 一 个 k=<w， 使 i 关 序 ， 
而 i=ji，L<k， 由 树 的 构造 知 有 某 个 公式 9(zx1，…，z,)， 使 
P= NO =P N70 


因此 多 与 不 和 谐 。 这 样 以 上 构造 的 树 每 个 枝 都 与 和 谐 ， 
而 任意 两 个 枝 都 与 了 不 和 谐 。 

由 于 无 穷 长 的 0,1 序 列 共 有 2* 个 ,因此 7 有 2 个 不 同 的 型 。 由 
于 2" 不 可 数 ,T 有 不 可 数 多 个 型 ,因此 T 没 有 可 数 地 饱和 模型 。| 

最 后 用 模型 论 中 一 个 非常 有 趣 的 定理 来 结束 本 节 。 

定理 10.2.9 〈Vaught 定理 ) 不 存在 恰 有 两 个 不 同 构 的 可 
数 模 型 的 完全 理论 。 

证 明 设 T 是 完全 理论 , 了 恰 有 两 个 不 同 构 的 可 数 模型 。 则 
了 有 可 数 地 饱和 模型 多 ， 也 有 可 数 原子 模型 和， 且 UU 关 多 。 则 
多 不 是 原子 模型 , 因此 存在 56,…, b,€B, 不 满足 T 的 任意 完备 
公式 。 

令 引 =U {bI，…，, bb}。 由 多 是 可 数 地 饱和 模型 ， 知 脱 
胀 模型 《多 ，b，…，6,》 也 是 可 数 地 饱和 模型 。 令 , 
T'=Th( 贸 , b1，…,b,), 则 T' 是 59' 的 完全 理论 有 可 数 地 饱和 模 
型 ,因此 有 可 数 原子 模型 , 设 为 ZF = (多, cy， …，c)， 安 的 开 
归纳 多 EET, 但 由 于 (名, bb) 寺 (多 a 0) cy 
c 与 部， …，4 满足 同样 的 经 公式 。 因 此 c,，…，c* 也 不 满足 了 
的 任何 完备 公式 , 这 样 儿 不 是 了 的 可 数 原子 模型 。 我 们 还 要 证 明 
多 不 是 的 可 数 地 饱和 模型 。 

由 7 不 是 范畴 理论 , 因此 由 定理 10. 2. 7 的 证 明 B.(T) 是 
无 限 布尔 代数 , 但 由 TCT' 易 得 B,(T) 是 B,(T') 的 子 布尔 代数 。 
因此 BT') 也 是 无 限 布尔 代数 ， 这 样 7" 必 不 是 w 范畴 理论 ， 从 
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而 六 不 可 能 有 既是 可 数 地 饱和 又 是 可 数 原子 的 模型 。 这 样 多 也 
就 不 可 能 是 了 的 可 数 地 饱和 模型 ， 于 是 ZU 关 儿 ,同样 多 关 儿 ，, 得 
到 矛盾 。 | 


练习 


10.2.1 证 明 可 数 语言 的 完备 理论 了 若 有 可 数 万 有 模型 , 则 
T 有 可 数 地 饱和 模型 。 

10.2.2 设 和 是 可 数 模型 , 则 4 是 可 数 地 饱和 模型 当 且 仅 
当 对 每 个 有 限 子 集 YCA，2y 是 可 数 万 有 模型 。 

10.2.3 设 纪 是 红 的 膨胀 语言 ,Bl 是 经 的 可 数 地 饱和 模 
型 . 证 明 人 2 的 乡 归 约 % 是 红 的 可 数 地 饱和 模型 。 


$10.3 可 数 地 齐 次 模型 


设 人 是 可 数 语 乡 的 模型 ， 称 2 是 红 的 可 数 地 齐 次 模型 ， 
如 果 G 是 可 数 模型 并 且 对 和 的 论 域 4 中 任意 两 个 有 限 序列 ai， 
…，an，antl 和 六 ， 加 ，…， 加 ， 如 果 
(Br ， a ， aw) 三 (人 WU， by，…，b,)， 就 一 定 存 在 元 素 b,11€ A， 
使 (人 U， a ,as art), bb brnti)e 

命题 10.3.1 如 果 和 是 纪 的 可 数 原子 模型 或 可 数 地 饱和 
模型 ， 则 2 是 可 数 地 齐 次 模型 。 

证 明 先 证 明 可 数 原子 模型 是 可 数 地 齐 次 模型 。 设 和 是 可 
数 原子 模型 ，w，…，a，at， 玉 ，…，bE4， 
(人 ,a 4) 三 (WU, b，…，b,)。 由 人 2 是 原子 模型 知 存在 
完全 理论 Th 的 完备 公式 wz …， xXx， zn+1)， 使 
UFqlar ar rt1]。 因 此 人 U3zni9a, an， Zn+1)， 
由 (2, a …， a,) 三 (WU, bb， …，b,)， 有 
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UIzrgb, oh) 这 样 存在 元 素 5€ 4, 任 取 一 个 叫 
bt1， 使 ZC6b1，…，b.，6b,+1]。 我 们 证 明 
(UU, al, an ant1) 二 (2 Di pb)。 设 
%(Cz，…，xzo+l) 是 经 的 任意 一 个 公式 ， 如 果 
FFYCo ，…，a+l)， 由 zi，…，zo+l) 是 ThGx 的 完备 公式 知 
必 有 Th2 片 zi ，…，xzo+fl)-~%(zi，…，xzno+fl)， 再 由 
FU ，…，bti) 可 得 Bl，…，p+i)。 这 样 有 
(QU ,aan art1) 三 (Ub ，…，b,， b+1)。 因 此 人 是 可 
数 地 齐 次 模型 。 

再 证 可 数 地 饱和 模型 也 是 可 数 地 齐 次 模型 。 设 2 是 可 数 地 
饱和 模型 ，a ，…，a，a+， b，…，pE4， 
(la a) bb) 令 L=LU {a ,ar}, 
则 (2l, a，…， a,) 也 是 的 可 数 地 饱和 模型 。 当 用 5 ，…，, 6b， 
解释 Sf' 的 新 常量 a1，…，a, 时 ，( 人 Ub，…，b,) 也 是 22' 的 可 
数 地 饱和 模型 。 设 PCz) 是 红 ' 的 一 个 型 ，(2U ,aj，…, a,) 上 上 
TCas+1] T(x) 中 公式 都 是 Ja， …, a,, z) 形 , 设 见 (a，…，aw， 
ws eg Py es ts x) 是 T(z) 的 任意 有 限 个 公式 ， 则 
(rs，ai，…，an) 睛 由 (al，…，as，an+i) 人 人 … 人 Wall， …，av， 
an+l)。 因 此 有 (Br，a，…，an) 上 3 了 z( 员 (ayasyz) 人 … 人 人 
(aavz))。 这 样 也 有 (人 QU， bh，… 6) 上 碑 3x (Cb,b,， 
TA 一 An《bi…* br,Z))。 从 而 T(x) 与 Th( 人 Ub，…, 6b,) 和 
谐 , 因此 芽 (z) 在 (QU，b,，…，6b,) 中 也 被 实现 . 这 样 有 2E 4， 
任 取 一 个 作 b+i， 使 (Bl， 玉 ，…，2) 上 PC ,因此 有 
(Ua 1) 三 (UM, bh，… bt1)。 于 是 UU 是 红 的 可 数 
齐 次 模型 。 上 1 

定理 10.3.2 每 个 可 数 模型 都 有 可 数 地 齐 次 模型 为 其 初等 
扩充 模型 。 

证 明 设 lv 是 芯 的 一 个 可 数 模型 ， 我 们 先 来 构造 2 的 一 
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个 模型 Bii, 使 Bo<i, 并 且 对 ho 中 任意 两 个 有 限 序 列 ca，…， 
aa b1，'…，b,， 如 果 
(Boal an) 三 (Wo，bI，…， bs) 就 有 piE4， 使 
(i, a anti)(D, bhi, burtl)e 

设 放 = 乡 U Aho, To=T4，T。 是 人 Uo 的 初等 图 象 。 我 们 适当 
地 膨胀 2', 并 扩充 To 到 7T'。。 对 4。 中 任意 两 个 有 限 序列 a，…， 
Qn OH b1， "6, 如果 (Qo a "ar) 三 (WUo, bh 
加) 就 增加 一 个 新 常量 c 进入 到,， 设 (ai，…，a.，z) 是 
刍 U (aa 中 一 个 型 ，(Blo， ai，…，an) 皇 瑟 (c avyav+l)， 
就 把 句子 集 2(b,，…，6b,，c) 的 全 部 句子 增加 进 T。 中。 由 2。 是 
可 数 模型 可 知 4。 中 元 素 的 有 限 序列 最 多 有 可 数 多 组 ， 因 此 弓 ' 仍 
是 可 数 语言 , 由 T。 的 构造 也 容易 看 出 7' 的 任意 有 限 子 集 必 在 某 
模型 (ZX。，al，…，a。) 中 可 满足 , 因此 7T'。 是 5' 的 和 谐 句 子 集 。 
这 样 由 L 一 S 一 T 定理 7T'。 有 一 个 可 数 模型 2B, 设 多 , 在 红 中 的 
归 约 模型 是 ,由 ,CT'o 知 QUo<2。 对 任意 a ,ayanti; 
bE Ao， 如 果 (Qo, a1,…, ar) 二 (Qo, b，…，b,)， 则 
”有 一 个 乡 U {ai,…,a,} 的 型 (4a,，…,a,,x), 有 一 个 常量 cE 52'， 
使 (Qosars…* sas) 片 3Carsn ,anyarn)， 2(b1,… ,bsc)CTo， 这样 
有 APACE ,b,c). 称 c 在 A 中 的 解释 为 bnt1s 则 有 
(al bb ) 睹 2(b1，…，b,， b+1)。 这 时 由 Uo<U， 有 
(Qa an) 上 三 3(a1，…，a,，an+1)， 从 而 得 到 
(Bi, a sans Asti)ED, bs bos bati)e 

重复 进行 上 述 过 程 ， 我 们 得 到 一 个 初等 链 : 

U KU LU KKU, < m<w 

对 任 m<w，A4。 可 数 ，A。 中 任意 有 限 序列 ca ，…，a。，a+i 
mp， 如 果 《人 U。，al，*…，a,) 三 (Us。，b1，…，b,)， 就 有 
biE4。， 使 
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(Bi Qi or Qn+1) 三 (Utis 六 bn+1)。 令 
人 U。 二 UU。 由 初等 链 定理 有 < 名。 易 见 以 。 仍 是 可 数 模 
型 。 对 任意 有 限 序 列 a1，*…，a,，ant1，b1，*…，b,E€ A。， 如 果 
(Us a ay) 三 (人 WU。 四，…，b), 必 有 zm<o 使 ya， 
ai bl，…，b,.EAn， 由 人 Us<U。 有 
(ZU al 1) 三 (Un，b1，…，b,)， 因 此 存在 br1€ Am+1 使 
(Bl a a a 三 (Dn b，…，b,， bs+1)， 于 是 有 
(Qiyaryr ayant1) 三 (Zsyb4,… bsbn+1)， 因 此 是 可 数 地 
齐 次 模型 ， 2UW<2.。 上 1 

命题 10.3.3 设 人 2 是 一 个 可 数 地 齐 次 模型 ,al，…，a， b， 
EA (Ua ra) 三 (Ub ，… 6b,)。 则 存在 UM 到 人 2 
上 的 一 个 自 同 构 映 射 h: 使 对 i=1，…，n， 有 h(a;) 二 6b。 

证 明 给 出 4 的 两 个 枚 举 分 别 把 a1，… ,ar; by，…，,b, 列 于 
最 前 面 : 


dis os dn Antls 0 ms °° (1) 
4: 
Bis es bos batis os bas °° (2) 
我 们 用 过 来 过 去 法 给 出 这 两 列 元 素 的 重 排 : 
ass a aati os dm (1) 
Bis os bss Dnt os bm (2') 


令 


ai 一 ay， a 二 Qn 人 一 和 2 一. 令 a'nt1 二 ant1， 取 
0 为 某 个 如 使 (Ga a 4) 三 (QU ,6 ,bt1)。 令 
b+z 为 元 素 列 (2) 中 未 用 过 的 最 前 面 的 一 个 元 素 , 取 e+ :为 某 个 
an， 使 (Br ai， a 42) 三 (QU, bi1， ,b+2). 由 是 可 
数 地 齐 次 模型 ， 上 述 构造 可 行 且 可 以 不 断 重复 。 这 样 4 的 元 素 列 
(1')，(2') 就 可 以 构造 出 来 ， 使 对 任意 mw， 有 
(aisan)=U, bb) 
令 有 :4A 一 4， 对 任 z 过 w， 有 h(a) 一 B，。，， 易 见 对 任何 公式 
Hr， ， Xm)EY， 有 
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AlF98 [ai，…，an] 当 且 仅 当 FEP [六 ，…，b] 

这 样 h 必 是 的 自 同 构 映射 由 构造 可 知 有 Cas) 二 bb，…， 
h(as)=b,. 1 

命题 10.3.4 可 数 地 齐 次 模型 的 可 数 初 等 链 的 并 仍 是 可 数 
地 齐 次 模型 。 

证 明 设 公 ,, n<w, 是 模型 的 初等 链 , 对 每 个 n<w, xl 是 
可 数 地 齐 次 模型 。 令 U.= U2,， 则 2 仍 是 可 数 模型 。 对 任意 
有 限 序列 a1 ，…，an，ant1; 访 ，…，DE4。， 如 果 
(Us, a 4) 三 (QU 入，…，b)， 易 见 存 在 m<ow， 使 a1， 
和 anyanflib bE Ano 由 于 人 CU,,n<w, 是 初等 链 , 2,<2U， 
因此 有 (人 2，a1，…，a,) 三 (WU,，bI，…，b,), 再 由 UW 是 可 数 
地 齐 次 模型 ， 存 在 b+,€ A。， 使 

(Bl a a Qnt1)=(D,, bi b, bnt1)o 
这 样 ,， bE AAs， (Us a arn) 三 (Bs, by bs bati)e 
因此 和 。 是 可 数 地 齐 次 模型 。 1 

定理 10. 3.5 两 个 可 数 地 齐 次 模型 同 构 当 且 仅 当 它们 实现 
的 有 限 变 元 的 型 完全 一 样 。 

证 明 设 和 、 急 都 是 红 的 可 数 地 齐 次 模型 。 如 果 和 人 多， 
则 显然 % 实现 的 型 与 多 实现 的 型 一 样 。 反 过 来 设 ,多 实现 的 
型 一 样 ， 则 显然 有 入、 多 实现 相同 的 句子 集 ， 即 2U 志 多。 分别 
列 出 论 域 4、B 的 元 素 : 


Qoy dy» Q2， Qnr "°° 


bos bi, bas **, brs “°° n<w 
用 过 来 过 去 法 给 出 A4、B 的 新 的 枚 举 : 
,A 

bos bs ,bs n<w 


先 取 ao=ao, 设 T(z) 是 乡 的 一 个 单 变 元 的 型 , QT(ao)， 
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则 工 (z) 在 多 中 也 被 满足 ， 取 为 某 个 56, 使 儿 帮 TC(6bo)。 令 
经 = 二 红 U {co), 则 膨胀 模型 《2 ，ao)， (多 ，b。) 实现 红 , 中 相同 
的 句子 集 , 因此 (QU, ao) 二 (多 , bo)。 再 取 b 为 B 中 未 取 过 的 第 
一 个 元 素 癌 ， 设 PCzo，zi) 为 红 的 一 个 二 变 元 的 型 ， 急 FTCo， 
妨 )。 由 假设 存在 4 中 元 素 a。，a,, 使 QFT(am，a,)。 令 
Li=LU {os cl)， 则 (Ua,，a,) 夺 (多 ， bo, 已 ) 。 因此 

(人 U，an) 圭 ( 狠 ，b)， 从 而 (2U, ao) 三 (WU, an)， 由 伯 是 可 数 
地 齐 次 模型 和 中 存在 某 个 元 素 a 使 
(BaiaD 二 (6，as，a)。 令 xi=a， 则 有 (6， 4s, 41) 二 (2， 
any ao)， 又 有 (2U，as，a1) 三 (多 ，bo，b)。 由 于 人 U、 儿 都 是 可 数 
地 齐 次 模型 ， 这 一 过 程 可 以 不 断 反复 进行 ， 从 而 得 到 所 求 的 新 枚 
举 ， 而 且 使 对 任意 zx<w， 有 

(WU, qo als ,qs)=(B, bo, bs, **, b,) 

这 样 令 hh 是 4 到 B 上 的 一 个 映射 , 使 对 任意 的 n 二 w， 
刀 (a,) 一 各, 易 见 疡 是 模型 和 到 多 的 同 构 映射 。 下 

定理 10. 3. 6 两 两 同 构 的 可 数 地 齐 次 模型 的 可 数 初等 链 的 
并 与 链 中 每 个 模型 都 同 构 。 

证 明 设 儿 ,, n<w, 是 一 个 可 数 初等 链 , 对 任意 n<w, 2， 
都 是 可 数 地 齐 次 模型 。 令 U=U%,， 则 对 每 个 nw, 2U,< 人 U。 
设 荆 (zi，…，z,) 是 红 的 一 个 n 变 元 的 型 ,如 果 存 在 
Ql，"”…，an€A， 使 QU 睹 TT (a,，…，a,)， 则 存在 m 二 w， 使 
EAn, 由 Un<2U 有 So 片 (oa，…，a)， 这 就 
是 说 能 被 和 实现 的 型 ， 必 能 被 某 个 和 实现 ， 反 过 来 能 被 某 个 
Gu 实现 的 型 ， 显 然 能 被 2 实现 。 但 由 于 ll,，z<w， 中 模型 两 
两 同 构 ， 因 此 都 互相 同 构 ， 由 定理 10. 3. 5 它们 实现 的 型 都 一 样 。 
这 样 实现 的 型 也 就 与 每 个 U 实现 的 型 都 一 样 。 再 由 定理 
10. 3. 4，10. 3. 5 知 2 与 每 个 2 同 构 。 1 
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设 人 UYU 是 乡 的 一 个 模型 , 多 KU. 5 = 人 UU {R}, R 是 一 个 
不 在 双 中 出 现 的 一 元 关系 符号 . 令 (2%,，B) 是 弓 ' 的 一 个 模型 ， 
即 以 B 作 一 元 关系 RR 的 在 2 中 的 解释 ， 我 们 有 如 下 定理 ; 

定理 10.3.7 设 U, 是 乡 的 一 个 可 数 模型 , 多 ,是 人 Uo 的 初 
等 子 模型 ，B。 是 多 。 的 论 域 , 则 (2U。，B。) 有 一 个 初等 扩充 模型 
(2U，B)，, 其 中 人 是 可 数 地 齐 次 模型 由 B 决定 的 2 的 初等 子 
模型 多 与 同 构 。 4 

证 明 设 3Cr，…，xz,) 是 缉 的 一 个 型 ， 
邻 BR (TT) = ri) UR (x) R (rz,)}, 设 
Ez …， XZ,) 能 被 ZC。 实现 ， 任 取 (zi， A Zz,) 的 有 限 子 集 : 
PTs Tn) GTi Tr)， 有 
UEIr PT) A A pT )) BK, 
也 有 家 呈 3 了 zzs( 史 Cnyz)A… 人 9Cz 和 yz)) ,因此 有 
aa， EBo, 使 BGar, ,ar) A A goal, a) 
再 由 多 。<2o, 有 人 Uo 上 paar) A 人 ar, rar), 
这 样 有 (Blo， Bu) 上册 (o ao) A A Gra, sas) MR) A 
MR (a,)。 
这 就 是 说 3* (zi，…，z,) 与 2。，B。) 的 初等 图 象 有 限 和 谐 。 

我 们 这 样 来 膨胀 语言 2' == 作 U ({R}, 扩充 (2U。，B。) 的 初 
等 图 象 T。， 对 每 个 型 3 (z ，…，z,)， 如 果 2 实现 5， 就 添加 
新 常量 c ，…，c, 进 SY'， 添 加 句子 集 相 (c,，…，c,) 中 的 全 部 句 
子 到 7T。 中 。 类 似 上 述 证 明 可 知 扩充 后 的 理论 T。 是 膨胀 后 的 语言 
纪 ' 的 有 限 和 谐 理论 。 由 紧 致 性 定理 Ts 有 模型 。 由 于 可 数 模型 2 
实现 的 型 最 多 只 有 可 数 多 个 ， 因 此 弓 ' 仍 是 可 数 语言 。 这 样 Tv 
有 可 数 模型 ， 其 在 宅 U (R} 上 的 归 约 设 为 (2'，B')。 由 7 的 
构造 知 (2。，B。o) 人 (2U'，B') 且 对 乡 的 每 个 型 ,如 果 WU 实 
现 ,， 则 (2'，B') 实现 束 ， 由 定理 10. 3. 2 知 存 在 一 个 可 数 地 
齐 次 模型 (2,，B,), 使 (2A'，B')<(2U,，B,)。 这 样 
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(Bl Bo)<(2U1, Bi) 上 且 对 学 的 每 个 型 ,如 果 人 2 实现, 则 
(Bai ，B,) 实 现 腻 . 

由 于 名 ,是 ,的 初等 子 模型 , 我们 能 够 证 明 由 B, 也 能 决定 
2 的 一 个 初等 子 模型 。 首 先 B; 是 A 的 子 集 ，B; 是 模型 Zi 中 
实现 一 元 关系 R 的 元 素 的 集合 我 们 证 明 B, 对 弓 的 函数 和 常量 
封闭 : 设 F 是 缘 的 nn 元 函数 符号 , 令 

Gr=Yri rR CT) A MRCz) AIy (Fr ,7,)=yAR 
(9))。 由 名 <2U 知 (2, Bo) 汪 i， 因此 有 (2%, Bi) 上 Er. 于 
是 B, 对 函数 封闭 ， 同 样 可 证 明 B, 对 常量 封闭 。 这 样 B, 可 构成 
Ai 的 一 个 子 模型 乃 ,。 进 一 步 , 设 %z，z，…，z) 是 到 的 一 个 
公式 ， 令 
p=Yrr R(T) A ARC(z) AIzy ryri 7) IrY 
(zy 和 xzw) 人 ARz)))。 由 写 < 知 (Uo， 乃 0) 片 4. 因此 
(21，B1) 上 yp， 因此 多 ,<2L1。 现在 我 们 得 到 对 纪 的 每 个 型 了 ， 
如 果 实现， 则 (AU,，B1) 实现 下 ， 因 此 多 实现 

不 断 重复 上 述 过 程 得 到 作 U {R) 的 一 个 初等 链 

(Wo,Bo) <WUi,B) KU,,B,) < 

对 每 个 nw，(2,，B,) 是 可 数 地 齐 次 模型 ， 如 果 2 实现 
型 3， 则 (ri，B,+)》 实现 型 丈 。 对 每 个 <w， 妈 ,可 以 决定 
2 的 初等 子 模型 2,, 因此 对 每 个 型 (zi，… ,zx,), 如果 vi 实 
现 , 则 名 ,1 实现 5 由 (2U,，B,) 是 可 数 地 齐 次 模型 知 2 和 
名 , 都 是 可 数 地 齐 次 模型 。 

令 (2， B)=U. (2., B.), 由 初等 链 定 理 知 
(2U，Bo)<(2U，B), 因此 B 决定 U 的 初等 子 模型 名， 由 命题 
10.3.4 知 (2l, 8) 也 是 可 数 地 齐 次 模型 , 因而 2l、 急 都 是 可 数 
地 齐 次 模型 . 现在 对 纪 的 每 个 型 (zx;,…, xz,), 如 果 多 实现， 
显然 有 人 实现 ;反之 如 果 人 2 实现 , 则 必 有 某 个 zx<<ow, 使 2， 
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实现 3。 这样 多 ,1 实现， 从 而 多 实现。 因此 2U， 甸 实现 的 
型 完全 一 样 ， 由 定理 10.3.5, UW 宇 %. 外 

定理 10. 3. 7 对 证 明 双 基数 定理 起 关键 作用 ,而 双 基 数 定理 是 
证 明 Morley 定理 的 重要 一 步 。 有 兴趣 读者 请 参阅 C. C. Chang， 
H. J. Keisler 著 《Model Theory》 一 书 。 

现在 我 们 来 举 一 个 例子 讨论 可 数 地 齐 次 模型 。 设 作 = {二 },N 
是 自然 数 集合 ,以 N 上 小 于 等 于 关系 解释 “入 ”， 得 到 纪 的 模型 
(N, 委 )。 令 了 是 模型 (N, 三 ) 满足 的 乡 中 全 体 句 子 的 集合 , 则 
人 是 终 的 可 数 完全 理论 . 7 至 少 包含 下 列 句子 

(1) VzCzsz) 

(2) Yry(r<yNy<rrzr=y) 

(3) Yryz(r<yN\y<z>zr<z) 

(4) Yzy(Cz<yVysz) 

(5) 31 zyy(Cz 委 y) 31 表示 存在 唯一 一 个 . 

(6) Yz3y(Cz 委 y) 

(7) YzrIy(x<yAMVz(r<z NzSy>r=z Vz=y)) 

(1)，(2)，(3)，(4) 说 明了 是 一 个 线性 序 理论 ，(5) 说 明 有 
唯一 一 个 左 端点 . (6) 表示 没有 右 端点 ，(7) 表示 每 个 元 素 都 有 
一 个 直接 后 继 . 这 样 7 的 模型 是 一 个 序 型 。 前 面 第 一 段 是 
《N， 牵 ), 后 面 再 接 上 若干 个 整数 序 集 (2, 三 的 序 型 。 容 易 看 
出 4(N， 科 ) 是 T 的 素 模型 ,因此 是 T 的 可 数 原子 模型 ， 当 然 是 人 
的 可 数 地 齐 次 模型 . 而 (N， 近 》 后 面 接 上 可 数 无 限 多 个 序 型 
《2Z,， 科 ) 是 了 的 最 大 可 数 模型 ， 因 此 是 T 的 可 数 地 饱和 模型 ， 当 
然 也 是 了 的 齐 次 模型 . 了 还 有 一 个 齐 次 模型 是 (N， 委 )， 后 接 一 
个 (Z, 科 ), 即 人 = (NUZ, 过 )。 对 4 中 任意 有 限 序列 &a,…， 
4 bENUZ, 其 中 Zi 是 一 个 (2Z， 三 〉 序 型 ， 
(Za ao)=(2lb 2) 当 且 仅 当 对 任意 i j 
1<i，jn,ai, a; 之 间 间 隔 个 元 素 或 无 限 多 个 元 素 和 6;,b; 之 间 
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的 间隔 对 应 相同 。 这 样 如 果 ( 人 2 ,a ，*… ,as) 三 (人 2 ,bi ,b,)， 
对 4 中 任意 元 素 Qntls 不 论 an+iEN， 还 是 a.+1€Z2i， 都 可 以 找到 
bt1€ 4A, 使 对 任意 i<<n, a,+1, ai 之 间 的 间隔 与 6.+1, 6; 之 间 的 间 
隔 对 应 相同 ， 这 样 有 (人 2， al,… ,ant1) 三 (人 QL， bb+1)， 
即 2 是 可 数 地 齐 次 模型 .除了 这 三 个 可 数 地 齐 次 模型 之 外 了 没 
有 其 他 的 可 数 地 齐 次 模型 了 . 只 以 一 个 模型 来 说 明 , 其 他 都 一 样 。 
设 人 U 是 (N, 达 ) 后 面 接 两 个 (Z, 过 ) 序 型 ,2 = 《NUZiUZ;, 志 )， 
其 中 Z1, Za 都 是 (Z， <<) 的 序 型 ， 则 UT, 取 aE2Z,， bEZ,, 
易 见 (2l, a) 二 (QU, 5), 因为 a, 5 都 是 前 后 各 有 无 限 多 个 元 素 . 
而 这 里 找 不 到 cE Ah, 使 (2, a, 6b) 三 (UM, b,c), 这 样 U 不 再 
是 可 数 地 齐 次 模型 了 。 


练习 


10.3.1 设 人 是 可 数 地 齐 次 模型 ,如 果 与 Th2 和 谐 的 每 个 
型 PCzi，…，xz*) 都 在 U 中 被 满足 ， 则 和 是 可 数 地 饱和 模型 。 

10.3.2 设 色 是 图 的 模型 ， 对 任意 ai，…，as，a,+，p， 
bEA， 如 果 (Ua1，…， a,) 三 (Ub ，…，b,)， 则 存在 
bEAh, 使 (QU, a an+1) 三 (人 WU, b， b+1)。 证明 人 UU 
必 有 一 个 可 数 地 齐 次 模型 作为 初等 子 模型 。 

10.3.3 设 人 2 是 可 数 地 齐 次 模型 ， 2 二 多， 多 也 是 可 数 模 
型 , 每 个 型 (zi,…, zx,) 被 多 满足 就 能 被 满足 , 证 明 多 初 
等 嵌入 2. 
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第 十 一 章 ”模型 的 自 同 构 


纪 的 模型 2 到 其 自身 的 一 个 同 构 映 射 称 为 自 同 构 。 恒 等 映 
射 是 显然 的 自 同 构 ， 除 恒 等 映射 之 外 ， 一 个 模型 可 能 没有 其 他 的 
自 同 构 ， 也 可 能 有 其 他 的 自 同 构 ， 甚 至 有 无 限 多 个 自 同 构 。 

例如 丝 = {P},P 是 一 元 关系 符号 ,2 = (4,U),4A= {a,b,c}， 
U={c}CA, 则 人 是 绢 的 一 个 模型 ,容易 看 出 的 自 同 构 必须 
保持 关系 U, 因 此 必须 有 f(c)=c, 这 样 的 自 同 构 只 有 两 个 ,一 
个 是 人 恒 等 映射 另 一 个 是 f(a)=6，f (6b)= 二 a，f(c)=c, 当 
A=={a，5} 两 个 元 案 ,U== {5} 时 ,2 只 有 一 个 自 同 构 即 便 等 映射 。 
如 果 4 是 一 个 无 限 集 ， 则 2 有 无 限 多 个 自 同 构 。 

模型 的 自 同 构 反 映 出 模型 的 许多 重要 性 质 ， 研 究 并 构造 模型 
的 自 同 构 是 模型 论 的 重要 方法 之 一 。 为 此 我 们 先 介绍 几 个 有 关 的 
概念 作 准备 。 


§11.1 Skolem 函数 和 不 可 辨 元 


设 缘 是 一 个 一 阶 语言 ， 对 乡 的 每 个 公式 9x， Zi， …，z,) 
定义 一 个 新 的 元 函数 符号 F,, 称 下 ,是 9 的 Skolem 函数 符号 , 令 
= 人 UU {Fi: VCzyrziz)Ec 到 到 :是 红 中 添加 所 有 的 
Skolem 函数 符号 得 到 的 膨胀 语言 ， 称 乡 * 是 乡 的 Skolem 膨胀 。 
对 红 中 每 个 公式 Rz，z，…，z)， 令 
bo= YT T (ITT Ti I) AF oT Ts) Ts Ta) ) 

令 B={po: HrsT1"" TEL} 

5 是 纤 * 中 的 句子 集 , 称 2 是 红 的 Skolem 公理 集 。 设 2 

是 乡 的 一 个 模型 ,TT 是 红 的 一 个 句子 集 , UW" 是 人 的 红 ' 膨 胀 
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模型 ， 如 果 2 ' 片 3 就 称 和 为 和 的 Skolem 膨胀 模型 ， 令 
T "=TUzZe, 称 了" 是 并 的 Skolem 扩充 。 

命题 11.1.1 设 T 是 乡 的 一 个 和 谐 理论 , 和 是 笃 中 了 的 
模型 ， 则 存在 和 的 Skolem 膨胀 模型 2j 使 和 片 T 

证 明 设 和 是 T 的 一 个 模型 , 4 是 和 的 论 域 , 先 使 4 良 序 
化 , 设 g 是 4 的 备 集 P(A〉 到 4 的 一 个 映射 ， 使 对 4 的 任意 子 
集 BC4，g(B) =bEB 是 有 的 最 小 元 。 对 纪 的 任意 公式 
wz，z，…，xz)， 任 意 个 元 素 a，…，aE4， 如 果 
BF3zp [ee，…，c]， 令 

BrCal ,as)={a€E A: U9 [ae，a，…，a]})， 

定义 FY "(ai ,as)=g Boa a,)) 

易 见 g(B) 是 使 U9 [aa ，…，a] 的 最 小 一 个 元 素 a， 
如 果 人 鼎 Ix9 [ai，…，a]， 这 时 Bs 二 Y， 定 义 

Fe (qr ,as) =g(A), 

这 样 定义 的 FZY 是 4 上 的 元 函数 ,以 FY” 作 下 ,的 解释 就 
得 到 和 的 Skolem 膨胀 模型 "不 难看 出 对 色 中 任意 公式 
Hx, Tis 9 Zz,) 都 有 

UFEYr rz, Tr) Fe Tt) ,Tis 1)) 
这 样 2 睛 ze， 由 FT， 得 入 FT. 1 

命题 11.1.2 设 人 ,多 是 红 的 模型 , UW', 多 ' 分 别 是 UU， 
留 的 Skolem 膨胀 模型 ， 如 果 和 CB*， 则 U< 多 . 

证 明 由 于 人 ,多 是 人 U' ,多 "的 红 归 约 模型 , UW' 和 2'， 
显然 有 UC 多。 对 乡 中 任 一 公式 gz，xy，…，x,)， 任 意 个 
元 素 ae，…，aE4,， 如 果 多 瞩 3z9 [a，…， a,]， 则 
多 上 厂 3z9 [a,，…, anj。 由 

BEYrr (rrT TT) > PFT I) Ti 7)) 
知 必 有 多" 瞩 9 [F? (avao)，a，…，a]。 而 由 G CS 多" 及 
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av asE4, 知 FE (a a )=FY (aa)EA4。 再 由 引 理 
4.3.7 知 av< 瑟 1 

设 双 "是 绎 的 Skolem 膨胀 语言 ,2 是 的 Skolem 膨胀 
模型 ，XC4, 设 了 是 4 的 一 个 子 集 ，XCYC4， 如 果 了 是 包含 
X 且 对 人 "的 所 有 的 函数 常量 都 封闭 的 最 小 子 集 , 则 称 了 是 和 在 
24] 中 的 Skolem 之 , 记 X 的 Skolem 壳 Y 为 五 (X). 由 于 H(X) 
也 对 和 的 所 有 函数 常量 都 封闭 ， 因 此 以 五 (X) 为 论 域 可 以 构成 
2 的 子 模型 ， 这 个 子 模型 也 叫 X 的 Skolem 这 ， 记 作 2 (X)， 

命题 11.1.3 设 红 "是 G 的 Skolem 膨胀 , XCA, 2 (X) 
是 XX 的 Skolem 壳 , 则 |22(X)I 委 1IXIU 21 且 久 (x)<U. 

证 明 由 于 履 (X) 对 2U' 的 所 有 函数 常量 都 封闭 ,以 Bt (X) 
为 论 域 作成 和 * 的 子 模型 恰好 是 22 (X) 的 Skolem 膨胀 &(X)"，。 
由 红 (CX) CQ 及 命题 11.1.2 有 .22 (X)<2 

由 于 经 "是 对 乡 中 每 个 公式 (zz …，z) 添加 一 个 新 函数 
符号 F 得 到 的 膨胀 语言 ， 因 此 

1 21 科 121UTES1= 上 双 直 ,自然 有 
上 经 "=1 丝 上 。 把 X 作为 新 常量 添加 到 到 "中 得 到 经 8 ， 则 
x 有 =IXIU 经 "上 =|XIU 中 缘 上 。 易 见 包 含 XX 的 对 2" 
中 函数 常量 封闭 的 最 小 集 BC(X) 的 基数 不 大 于 ‖ 52; 上 ， 因 此 
Ix) | 入 IXIULS 1 1 

设 和 是 一 个 一 阶 形式 语言 。 如 果 对 双 中 任何 一 个 公式 
TAI，…，xzn)2 中 存在 一 个 项 is(z1，…，x,) 使 
pe= YI"T Ixy (rx Tie(Ti TT )) 是 
和 中 一 个 句子 , 则 称 红 具有 内 在 的 Skolem 函数 .2 的 一 个 理论 
7 称 为 具有 内 在 的 Skolem 函数 , 如 果 对 每 个 公式 PCzyzi ,zx,)， 
纪 中 有 项 ze， 使 

下 片 Vz 和 tr 人 (了 zPCzziy Te) > pt T Ti) Tis 
wD, 
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命题 11.1.4 设 工 是 一 个 具有 内 在 Skolem 函数 的 理论 ， 则 
7 是 模型 完全 理论 , 即 对 了 的 任意 模型 Zr, 急 , 如 果 人 导 多 , 则 
UK<H. 有 

证 明 设 人 具有 内 在 的 Skolem 函数 , WU, BT, 则 WU, 名 
可 以 看 成 自身 的 Skolem 膨胀 模型 , 即 2 * = 二 人 UM, 多" = 多, 这 样 
UC 多 有 即 U'C2"， 由 命题 11.1.2 有 UK<%. 上 1 上 1 

命题 11.1.5 设 缘 是 一 个 一 阶 语言 , 了 是 纪 的 一 个 理论 ， 
则 绢 可 以 膨胀 到 忒 , 使 多 具有 内 在 的 Skolem 函数 , TT 在 芯 中 
可 以 扩充 到 万, 使 T 是 具有 内 在 的 Skolem 函数 的 理论 , 设 2 是 
乡 中 7T 的 模型 则 人 可 以 膨胀 到 20' 瞩 T. 

证 明 令 人 = 经 , 反 n= 人 57 ,To=T ,T=T; =T,U2%,, 
令 多 =U2, T=UT,=TUU3.. 由 于 加 的 每 个 公式 
Kzxz1，"…，X,) 中 至 多 只 有 有 限 多 个 符号 ， 因 此 存在 mw， 使 
9E Yn. 这样 有 twE€ 人 m+1， 使 
pr=Yri rrITT nT) Ptp(T rT) Tie)) 是 2 
中 句子 , 由 双 。 uC 罗 , 当 然 有 4, ys 是 思 中 的 项 和 句子 , 这 样 宅 
是 具有 内 在 Skolem 函数 的 语言 。 由 于 了 =TU U 3v., 对 到 的 每 


个 公式 yrz…z,), 9 是 某 个 红 。 的 句子 , YE 3 ,从 而 T 上- ys， 
因此 荆 是 具有 内 在 Skolem 函数 的 理论 。 

设 人 是 儿 的 模型 , UT, 由 命题 11.1.1 知 和 "上 FT ,这 
样 对 每 个 x<w, 2 可 以 膨胀 为 2, 中 的 了 T, 的 模型 。 这 样 对 心中 
每 个 新 增加 的 函数 符号 都 可 以 在 2 的 膨胀 模型 中 有 解释， 因此 
4x 可 以 膨胀 为 区 的 模型 2' ,使 对 每 个 z<w, 2l 到 0,1, 的 限制 
是 li 。 由 命题 11.1.12; 上 矿 T; ,因此 UT |】 

现在 我 们 来 看 模型 的 不 可 辨 元 。 设 2 是 一 阶 语言 乡 的 一 个 
模型 ,XCAh 是 论 域 4 的 一 个 子 集 , 设 X 有 一 个 严格 单 序 关系 过 ， 
使 X 的 元 素 组 成 一 个 全 序 集 ,“<” 可 以 不 是 纪 的 关系 符号 , 也 
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不 是 模型 的 二 元 关系 ， 如 果 对 和 的 任意 两 个 同 长 有 限 序 列 
ay，…，a 和 已 ，…，b， 只 要 aa<<…<as， 思 <<…<， 就 有 
(Usa1,… yas) 三 (UL，b1，…，b,) 就 称 X 是 2 的 不 可 状元 集 。 

定义 中 的 (QU ， al， … a,)，( 人 QU 四，…，b) 的 意义 是 对 到 
中 增加 新 常量 c，…，c 得 经 ， 到 = 玫 Utc， …, ce} 在 和 中 
分 别 用 wa ，…，o。 解释 c,，…，c, 得 膨胀 模型 (Be ，a ，…， a,)， 
分 别 用 b,，…，b, 解释 c ，…，c, 得 膨胀 模型 (人 2 ,61 ，…，b,)。 
这 样 (2 , a1，…, a,) 三 (人 2, 0，…，b) 意 为 对 经 的 任意 公式 
xis Tn) 

(1) alFy Co ，…，a.] 当 且 仅 当 FFP 61， …， 6,]。 
事实 上 ,上 式 左边 与 (Ba ，…，a,)FPCcl，…，c,) 等 价 ， 右 边 
与 (BLb，…，b) 卢 cc ，…，c) 等 价 ， 由 于 两 个 膨胀 模型 在 人 2 
上 初等 等 价 ，(1) 式 成 立 。 

这 样 由 (1) 可 知 我 们 定义 的 不 可 辨 元 集 X 的 意义 也 就 是 任何 
一 个 一 阶 公式 p 不 能 区 别 X 的 二 个 不 同 的 序列 ,这 就 是 称 X 为 不 
可 辨 元 集 的 原因 。 

通常 当 << 关 系 是 显 见 的 时 候 ， 我 们 不 特别 指出 X 是 关于 
“<” 的 不 可 辨 元 集 。 如果 对 义 的 任何 一 种 序 关 系 , 和 都 是 的 
不 可 状元 集 ， 我 们 就 称 X 是 和 的 全 不 可 辨 元 集 。 

本 章 最 开始 我 们 给 出 一 个 例子 纤 = {P)},2W= (4，U)， 
A={a、6b、c},U=={c}, 令 X={a, 5b}, XCA, 显 见 外 是 人 的 
不 可 辨 元 集 。 

设 乡 ={ 世 }, 人 U 是 这 的 无 端点 稠密 线性 序 模型 , 则 人 的 论 
域 4 关于 人 2 自身 的 小 于 关系 < 是 不 可 状元 集 。 

利用 模型 的 自 同 构 可 以 判别 不 可 辩 元 集 。 

命题 11.1.6 设 (X, 一 ) 是 模型 2 的 论 域 4 的 一 个 有 序 子 
集 ,如 果 对 X 的 任意 两 个 长 度 一 样 的 有 限 序列 a 过 …<<a,, 5 二 … 
二 b.， 都 有 自 同 构 f: G 全 or 使 f(a1)=6，…，f(a,)=b， 则 
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(X，<<)〉 是 人 的 不 可 辨 元 集 。 

证 明 对 义 的 任意 两 个 同 长 序列 a 过 …<a,, bb 二 …<b, 令 
= UY {a ,en) ,由 f: HUSH, fla)=6 "far)=b,, 
我 们 有 ff: (2 ,al,… san) 实 (2U ,61,…,b,)， 这 样 显然 有 
(QUaiy… an) 三 (2Ub1,…,b,). 因此 XX 是 的 不 可 辨 元 集 。 1 

由 这 个 命题 容易 判断 我 们 所 给 的 两 个 例子 中 的 不 可 辨 元 集 。 


练习 


11.1.1 设 T 是 具有 内 在 Skolem 函数 的 一 个 理论 , 2 是 了 
的 模型 ， 证 明 Th(24) 也 是 一 个 具有 内 在 Skolem 函数 的 理论 。 

11.1.2 令 人 UW= (N, 莹 ), 其 中 入 是 自然 数 集 . 证 明 人 2 有 
两 个 不 同 的 Skolem 膨胀 Bi , 2,, li 天 Bl, 由 此 可 证 明 完 全 理 
论 Th% 的 Skolem 扩充 不 一 定 是 完全 的 。 

11.1.3 设 丝 ={E}, E 是 一 个 二 元 关系 , 如 果 人 是 乡 的 
一 个 模型 2= (4A, E), 2 中 巨 解 释 为 一 个 等 价 关系 。 如 果 4 的 
等 价 类 都 等 势 ,证 明 4 的 每 个 等 价 类 都 是 的 全 不 可 辩 元 集 。 令 
X 是 4 的 等 价 类 的 代表 元 的 集合 ， 则 X 也 是 和 的 不 可 辩 元 集 。 
这 样 当 4 是 不 可 数 无 限 集 时 ，% 一 定 有 不 可 数 无 限 大 的 不 可 辩 
元 集 。 

11.1.4 证 明 对 每 个 公式 VE 经， 在 红 的 .Skolem 膨胀 语言 
纪 ' 中 存在 一 个 全 称 公式 使 Ze | 片 p>y, 且 Bs 片 yy, 称 9 是 
少 的 Skolem 范式 。 

11.1.5 设 vc 是 一 个 布尔 代数 ，X 是 2 的 全 体 原子 的 集 
合 . 证 明和 是 的 不 可 辨 元 集 。 

11.1.6 设 久 是 数 域 尺 上 一 个 多 项 式 环 ,X 是 Go 的 不 定 元 
的 集合 ， 即 X 是 全 体 变 元 组 成 的 集合 。 证 明和 是 和 的 不 可 辨 元 
集 。 

11.1.7 设 X 是 人 2 的 不 可 辨 元 集 , 多 是 人 的 初等 子 模 型 ， 

214 


XCBC4, 证 明和 是 马 的 不 可 辩 元 集 。 


§ 11.2 模型 的 自 同 构 


设 /，g 都 是 模型 2 的 自 同 构 ， 不 难看 出 复合 映射 J/。g 也 
是 的 自 同 构 , f"' 也 是 的 自 同 构 , 这 样 2 的 全 体 自 同 构 对 
复合 运算 组 成 群 , 叫做 2 的 自 同 构 群 , 其 中 恒 等 映 射 是 自 同 构 群 
的 单位 元 ， 本 节 的 目标 是 证 明 任何 一 个 无 限 模型 都 可 以 有 一 个 初 
等 扩充 模型 ， 使 之 有 任意 大 的 自 同 构 群 。 

引 理 11.2.1 令 到 = 到 U{c :nn<o), 其 中 是 新 常量 , 令 
了 是 弓 的 有 无 限 模型 的 一 个 理论 , 则 5Y' 中 如 下 的 理论 T' 是 和 谐 
的 : 

T'=TUf{Y(Gc Dopoyc,) :9lvi ,0,) 是 红 的 
一 个 公式 , n<w, < 1 之 之 jj}U {a 疾 c2} 

证 明 设 久 是 7T 的 一 个 无 限 模 型 ， 在 论 域 4 中 取 一 个 可 数 
无 限 子 集 7， 良 序 工 并 列 出 其 全 体 元 素 

ao<ai<as<…<a, 一 … 

我 们 证 明 : 对 7T' 的 任意 有 限 子 集 A， 存 在 无 限 子 集 JAC7T， 使 

(1) 对 Je 的 每 个 无 限 子 集 au<an<<…<ai<… 

5 的 膨胀 模型 (2 ，a, ),<。 满 足 A. 

对 4 的 句子 个 数 归纳 证 明 。 设 对 某 个 有 限 子 集 ACT'. (1) 已 
经 成 立 . 我 们 证 明 A 中 再 增加 一 个 句子 (1) 仍 然 成 立 。 令 VCri…on) 
是 乡 的 一 个 公式 , 令 

4o={an<…<a :a Ea, UFEp [ai，…，oj]} 

Ai= {a < <a, :a EJa, UF [ays *, a ]) 

由 于 Ja 中 任意 一 个 m 元 序列 ai<…<aji 或 
UF9 [ai，…，ai] 或 UF 一 9 [an，…，oi] 必 有 一 个 成 立 ， 
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因此 [Je 了 C4oU A,， 由 Ramsey 定理 8.1.6 存在 一 个 无 限 子 集 
KCJAs 使 [KJ"CAho 或 [KJ"CAh1。 列 出 KK 的 全 部 元 素 au<aa<< 
…<a.<… 易 见 无 论 哪 一 种 情况 都 有 
(WU, qr)<FE ec Hc "ci ) 
其 中 局 之 之 机 有 过 之 jm， 由 于 KCJA， 自 然 仍 有 
(2, am)rddFA. 

这 样 -(1) 对 AU {Ke es Ci PH pr s07.)} 成 立 , 从 而 完 
成 归纳 。c1 半 c:， 显 见 成 立 ， 因 此 (1) 成立. 

由 (1) 可 知 7T' 是 有 限 可 满足 的 ， 由 紧 致 性 定理 7' 是 可 满足 
的 ， 因此 是 和 谐 的 。 下 

注意 引 理 11. 2. 1 中 虽然 T' 中 只 出 现 一 个 不 等 式 c 半 ci, 实际 
上 ， 令 glviv2) 二 1 关 v.， 对 任意 m<n<w， 由 于 glcc2) 呈 plcmcn) 
也 是 T' 的 句子 、 即 

a 闫 czrcm 闫 c,ET'， 因此 T'| cn 关 c,， 引 理 的 证 明 中 , T' 的 
任意 有 限 子 集 A 的 模型 (Br ,aj),< 中 JA= {a anr …*} 是 一 
个 无 限 集 ， 每 个 aj. 作 新 常量 c, 的 解释 ， 自 然 满足 所 有 的 句子 
cn 天 cv 

定理 11.2.2 设 了 是 弓 的 一 个 理论 ，T 有 无 限 模型 ， 令 

(X、<<) 是 一 个 全 序 集 ， 则 T 有 一 个 模型 2 , 使 XC4,X 是 2 
的 不 可 辩 元 集 。 

证 明 令 到 =SU{fcs saEX)， 

T'=TU {Ycasc DP9ca5c6) :Go yo) 是 红 的 
一 个 公式 ，nz<o，aw<…<a， 六 < 一 …<b，aw，OEX， 
ij 一 1 ，7)U (ca 天 co + ai 天 azEX)。 

由 引 理 11. 2. 1 知 T' 是 有 限 可 满足 的 , 因此 六 可 满足 . 令 2 

是 了 T' 的 一 个 模型 , =2U'|, 即 U 是 2U' 的 这 归 约 模型 , 则 

alFT. SY' 中 的 常量 cs,a€Ex, 在 人 2 中 的 解释 不 妨 仍 用 a 来 表示 ， 

由 于 2U' 片 c。 半 cs 当 且 仅 当 a 关 b, a、b5EX, U 中 所 有 cs， a€X， 
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的 解释 各 不 相同 ， 因 此 可 以 看 作 XC4， 对 经 的 任意 公式 
YKv1，*…，v,) ,XX 中 任意 两 个 n 元 序列 a 过 …<a,,b 过 …<b., 由 

FY, co) Ie, ,co.) 

及 UFp [oa …，a] 当 且 仅 当 GlFP (cs，…， ec。,),， 有 
:alF9 [a，…，ao] 当 且 仅 当 伙 9 [总 ，…，b] 

这 样 有 (2al，…, a.) 二 (2b，…, 6b,), 因此 XX 是 2 的 不 可 辨 

元 集 。 | 

定理 11. 2. 2 说 明 任何 一 个 无 限 模型 都 可 以 有 初等 扩充 ,使 它 
包含 任意 大 的 不 可 状元 集 。 

下 面 我 们 要 把 不 可 辨 元 集 与 Skolem 函数 结合 起 来 构造 模型 
的 自 同 构 。 由 命题 11. 1. 5 我 们 总 可 以 假设 乡 有 内 在 的 Skolem 函 
数 ,T 有 内 在 Skolem 函数 的 理论 。 这 样 对 任意 模型 2 ,UT 时 
只 要 让 项 ts 的 解释 作 Skolem 函数 Pr 的 解释 ,Bl 本 身 就 已 经 具有 
Skolem 函数 了 . 于 是 和 的 Skolem 膨胀 便 可 以 看 成 是 它 自己 , 即 
ll =, 设 XC4, XX 生成 的 Skolem 过 及 (X) 可 以 构成 的 
子 模型 22(X)。 由 命题 11.1.4 2(X)<U。 如 果 XX 是 人 的 不 
可 状元 集 而 2 (X) = 入 ， 则 称 模型 2 是 由 不 可 辨 元 集 X 生成 
的 ， 由 不 可 状元 集 生成 的 模型 有 许多 有 趣 的 性 质 。 

命题 11.2.3 设 (X, 二 ) 是 人 的 不 可 辨 元 集 , 如 果 Y 是 驻 
的 子 集 ，YCX， 则 (Y，<) 也 是 2(Y) 的 不 可 辨 元 集 , 而 且 
<ER). 

证 明 由 YCX， 易 见 Y 生成 的 Skolem 壳 必 被 包含 于 和 X 生 
成 的 Skolem 这 中 , 即 态 (Y)CH(X), 这 样 由 鼠 (Y) 构成 的 的 
子 模型 必然 是 H(X) 构成 的 的 子 模型 的 子 模型 ， 即 
OY)CEL(X). 再 由 如 (7) CE ,知名 (Y)<2(X). 

由 XX 是 人 的 不 可 状元 集 , 易 见 Y 也 是 2 的 不 可 辨 元 集 , 这 
样 对 Y 中 任意 两 个 序列 a 过 …<a,, b 过 …<b, 由 如 (Y)<2， 

(Ya a) a a), 
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CE) 加， bo)U, bi, ,bb,)o 
而 由 Y 是 和 的 不 可 辨 元 集 有 

(Br，a，…，a) 王 (QU by, *, b,) 
因此 有 (2), a 1 a) OY), by ,6b,) 

这 样 Y 是 2(Y) 的 不 可 辨 元 集 。 1 

命题 11.2.4 设 X 是 人 的 无 限 不 可 辨 元 集 , Y 是 任意 一 个 
无 限 集 ， 则 存在 模型 多 , 使 了 是 多 的 不 可 辨 元 集 , 而 且 对 久 中 
的 任意 序列 a1 过 …<a, 和 Y 中 任意 序列 5 二 …<6,, 对 乡 中 的 任 
意 公式 glv1，…， v0,)， . 

FF9 Geo，…，a,] 当 且 仅 当 B99 61，… ,b,j. 

证 明 令 到 = 到 U{(c: bE€EY} 

T'={9 (6% 0%) 1 hbEY, a<*<a EX, 

UF Ca，…，a)U (cu 关 co : biFb EY} 

容易 看 出 7' 的 任意 有 限 子 集 都 可 被 2 的 一 个 膨胀 模型 满 
足 , 因此 7T' 是 有 限 可 满足 的 . 由 紧 致 性 定理 7T' 有 模型 2、 名 的 
红 归 约 记 作 多， 则 对 乡 的 任意 公式 gv.…v,)、X、Y 中 的 任意 
有 限 序列 qj 过 …<a,, 6b 三 … 过 6b， 

FFy [a1，…，as] 当 且 仅 当 Ycs, …, 6)ET' 

当 且 仅 当 有 FF9 (61，…， 6b,] 

由 此 也 不 难看 出 了 Y 是 多 的 不 可 状元 集 。 1 

注意 命题 11. 2.4 中 只 有 当 和 是 和 的 不 可 辨 元 集 时 7' 才 能 
是 和 谐 句子 集 , 不 然 , 对 X 中 不 同 的 序列 a 过 …<ai ,aj 过 … 过 
aj,， 《cscs) 在 T' 中 可 能 正 负 都 出 现 而 使 T' 不 和 谐 ， 命 题 中 
的 了 也 可 以 再 加 上 Th24,T' 仍 是 可 满足 的 , 这 样 得 到 的 模型 加 
是 和 的 初等 扩充 ， 多 中 不 可 辨 元 集 比 2 中 不 可 辩 元 集 伸 长 了 ， 
因此 命题 11. 2. 4 也 叫做 不 可 辨 元 集 的 伸 长 定理 。 

设 (X、<) 和 《〈Y、<=) 是 两 个 全 序 集 , 如 果 关 到 Y 内 一 个 
映射 了 是 保 序 映射 ， 即 对 任意 w，aEz，a<az 当 且 仅 当 
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f(ay)<f(a2), 则 称 f 是 (z、<》 到 〈Y，<》 内 的 序 同 构 九 入 。 

命题 11.2.5 设 乡 有 内 在 的 Skolem 函数 ,，T 是 纪 的 有 内 
在 Skolem 函数 的 理论 ， 乡 的 模型 UT， XX 是 2 的 不 可 辨 元 
集 , 设 Y 是 模型 多 的 不 可 状元 集 , XX、Y 中 的 元 素 的 有 限 递增 序 
列 在 2U 和 多 中 满足 的 红 的 公式 完全 相同 。 如 果 了 是 〈X、<<》 
到 《Y、 二 ) 的 序 同 构 , 则 f 可 以 唯一 地 扩充 为 2(X) 到 多 (7) 
内 的 初等 嵌入 广 , 且 了 的 值 域 等 于 态 (fCXJ), 其 中 fCX) 是 Y 中 
映射 /下 XX 的 象 集 。 

证 明 由 多 (CX) 的 定义 及 纪 具有 内 在 Skolem 函数 知 ， 任 
意 一 个 元 素 aE 红 (X)， 必 有 一 项 iu)Ec， 
ai， …，aEX, 使 ae 一经 (al …， a,)。 可 以 适当 变动 项 t 中 变 元 ， 
使 恰好 有 a 二 …<a,, 称 这 样 的 + 为“ 在 太 (x) 中 的 标准 表示 . 令 

了 (Ca) = 经 (Fa , fla)) 

先 证 明了 是 2(X) 到 2(Y) 的 映射 : 设 a 有 两 个 标准 表示 
(aa) 和 wx(ai，…，ao)， 在 2 中 

hi a1 yar) ta a's", a’n) 

令 {a，…，a，a'，…，an'} 按 X 中 序 关系 由 小 到 大 排 成 
一 列 为 由 <…<d 以 p [di，…，d,] 表示 
三 (a1, ,Qn) 三 to (a1 ，*… yam )。 这 样 得 到 FE Cd，…，d]。 
由 题 设 也 有 马 FP [f (4d1),…,f(4d,)]， 而 这 就 是 
tf a) fan))=ts2(f (a ),… ,f(am')) 即 a 的 象 f(a) 是 
唯一 的 。 由 f(a1),… ,f(a) EY 知 !3(f(a) ,f(a)) EY), 
因此 了 是 22(X) 到 2(Y) 内 的 映射 。 

我 们 再 来 证 明了 是 2(X) 到 Bt(Y) 内 的 初等 戏 入 ， 设 
Jv，……，vo) 是 红 的 一 个 公式 , b，…，bm EE(z), 我 们 只 要 
证 明 

(1) 车 儿 C2OFgC64… 6m)) 则 2 (EGC C6),… ,了 (5m)]。 
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设 六 ，…，p 的 标准 表示 分 别 是 az (al，…，a)，…， 
tm (ai，…，as)， 其 中 au，…，asEX，a<…<a,， 令 

T1977, Te) =I Ti Te) bn Tl To)). 
即 y 是 公式 Fwy，…，,v。) 中 用 项 ，…，, 加 分 别 同时 代 换 v)，…， 
vn 得 到 的 公式 ， 其 中 x1，…，z 是 少 中 不 出 现 的 个 体 变 元 . 这 样 
嫩 (X)FYC，…， 加 ] 当 上 且 仅 当 2 (X) 片 YCe:，…，as] 当 且 仅 
当 FFYCa，…，a。 由 于 了 是 和 到 Y 内 的 序 同 构 嵌 入 ， 因 此 
有 f(al) 二 … 达 f(a,). 由 题 设 X.Y 中 的 序列 满足 同样 的 公式 , 因 
此 有 写 上 VCFCo),… Ca)] 而 由 少 的 定义 又 有 
到 FFVGCFGaD) fan)),… stn(f (a1),…,f(a,)), 再 有 了 的 定 
义 及 H，…， tm 是 如 ，…，b 的 标准 表示 有 
f(6)=49(f (a) f(a)) fOr) =tn f(a)fla,))， 因 此 
多 奢 KJ(5),…, 了 (5bm))， 最 后 再 由 了 61),…, 了 (5m)) 都 是 BE(Y) 
中 元 素 及 Bt(Y)< 多 ， 又 有 

TEP FEO), fbn) 

这 样 (1) 成 立 , 因此 多 (X) 多 2(Y)。 

我 们 还 要 证 明了 是 唯一 的 . 设 g 是 2(X) 到 ,22(Y) 的 初等 
钳 入 ， 对 aEX，g(a)=e)。 设 acE2(CX)， 
a 二 1?Y (ai …，a) 是 a 的 标准 表示 , 由 于 g 是 初等 嵌入 ， 因 此 必 
有 g(a)=t?(g (ai)，…g (as)) 一 经 (Fa , fla))=f(a) 

这 说 明 g= 记 因此 了 是 唯一 的 。 

最 后 我 们 证 明了 的 值 域 是 太 (fCXI)。 设 元 素 5E HCfCX)). 
即 存在 思 的 项 tu，…，z)， 以 及 ai，…，asEX，F(a)，…， 
f(an) ECX] 使 6=t(f(a1),…,f(a,))， 适 当 调 整 次 序 可 使 
a<…<a 这 样 有 ca 一 烃 (al …, a.) E2(X) 使 f(a)=b, 因 
此 了 是 以 2(X) 到 HH(fCXJ) 上 的 映射 。 | 

在 命题 11.2.5 中 Y 取 XX 自身 就 得 到 如 下 推论 . 
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推论 11.2.6 设 缘 具有 内 在 的 Skolem 函数 , T 是 经 的 具 
有 内 在 Skolem 函数 的 理论 , 乡 的 模型 UT,X 是 人 2 的 不 可 辨 
元 集 , 设 了 是 X 到 其 自身 的 序 同 构 映射 , 则 /可 以 唯一 地 扩充 为 
EY(X) 到 EE(X) 上 的 自 同 构 映射 。 1 

这 个 推论 说 明 不 可 辨 元 集 的 序 同 构 可 以 扩充 为 其 Skolem 壳 
的 自 同 构 映射 。 但 一 般 说 来 ， 未 必 能 扩充 到 模型 本 身 的 自 同 构 映 
射 。 

命题 11.2.7 设 乡 具有 内 在 的 Skolem 函数 ,T 是 具有 内 在 
Skolem 函数 的 理论 , ,BT ,X,Y 分 别 是 2 多 的 无 限 不 
可 辨 元 集 , X,Y 中 任意 有 限 同 长 的 递增 序列 满足 的 公式 都 相同 ， 
则 对 红 的 任何 一 个 型 T(z1…z,) ,2 (X) 实 现 T 当 上 且 仅 当 名 (Y) 
实现 工 . 

证 明 设 存在 d1，…，d,E 2(X)， 实现 型 T(z1…zx,) 即 

ODET [dd]。 设 四 = 经 (aan)，…， ds 一 尺 (ai…an) 都 
是 标准 表示 , a 二 …<a, 是 = 中 一 个 递增 序列 。 任 取 一 个 从 到 
的 序 同 构 嵌 入 f, 令 Fo ) 一 总 ，…，Can) 一 ,由 命题 11. 2. 3 
{a，…，an}CX 是 .22(X) 的 不 可 辨 元 集 ， 
E2((a an))<22(X)， 同 样 (01,，…, 5m}CY 也 是 BC(Y) 的 
不 可 办 元 集 , 2 ({b，…，6bm}) 人 BC(Y)。 由 了 保 序 , 因此 乌 <<… 
过 bn， 由 题 设 {a1，…，am) 和 {b1，…， bn) 的 任意 同 长 的 递增 
有 限 序 列 满足 相同 的 公式 ， 由 命题 11. 2. 5，f 可 以 唯一 地 扩充 为 
Caan)) 到 2C({b，…，bm}) 上 的 同 构 映 射 ， 即 

{a an) LC {bbm)) 

由 于 四，…，dEE((a，…，an)) 及 2(CX)<2， 有 
5((a，: 如 an))<bj， 因此 2((ta，…，ao)) 实 现 了 。 这 样 
如 (bi，…， bm)) 也 实现 TT, 从 而 2(Y) 也 实现 卫 。 反 过 来 也 完 
全 一 样 。 1 

设 (X、 二 〉 是 无 端点 稠密 线性 序 ， 容 易 看 出 X 到 其 自身 有 
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无 限 多 个 序 同 构 映 射 , 实际 上 只 要 任 取 X 中 两 个 元 素 a、5 都 可 以 
有 一 个 序 同 构 f, 使 f(a)==6b, 当 和 取 任意 大 集 的 时 候 ，(X， 到 》 
有 任意 大 的 自 同 构 群 ， 现 在 可 以 来 证 明 本 节 的 目标 。 

定理 11.2.8 设 4 是 一 个 无 限 模型 , 则 Bl 有 初等 扩充 模型 
有 任意 大 的 自 同 构 群 。 

证 明 令 有 们 是 弓 的 膨胀 语言 ,多 具有 内 在 Skolem 函数 ， 
人 U' 是 2U 的 膨胀 模型 ,使 Th2* 是 有 内 在 的 Skolem 函数 的 模 
型 , 令 红 ' 二 多 U {cs: a€ 4}, T 是 2U' 的 初等 图 象 ， 则 T 是 具 
有 内 在 skolem 函数 的 理论 ,T 有 无 限 模型 (Bl ,a)。ea。 由 定理 
11. 2.2 了 有 一 个 模型 多 ， 使 无 端点 稠密 线性 序 (Xx， <<) 是 名 
的 不 可 辩 元 集 。 由 命题 11. 1.4 X 生成 的 Skolem 壳 2(X)< 多 ， 
因此 22(X)FT ,这样 22(X) 在 双 中 的 归 约 模型 是 U 的 初等 扩 
充 。 由 推论 11. 2.6 义 的 任何 一 个 序 同 构 都 可 以 唯一 地 扩充 为 
如 (X) 的 自 同 构 。 由 于 XX 有 任意 大 序 同 构 群 ,因此 2t(X) 也 有 
任意 大 序 同 构 群 。 1 

Skolem 函数 和 不 可 辨 元 集 还 有 许多 应 用 ， 我 们 举 一 例 如 下 。 

命题 11.2.9 设 弓 是 可 数 语言 ， 纪 的 理论 了 有 无 限 模型 ， 
则 纪 中 存在 可 数 多 个 型 的 族 A, 使 T 有 任意 大 的 模型 恰 满 足 A 
中 的 型 。 

证 明 设 多 是 红 的 膨胀 语言 , 到 有 内 在 的 Skolem 函数 , 工 
是 了 的 扩充 ,TT 是 多 的 具有 内 在 Skolem 函数 的 理论 ,T 的 无 限 模 
型 可 以 膨胀 为 了 的 模型 。 设 (X、 二 ) 是 一 个 全 序 集 , |X|=w。 由 
定理 11. 2. 2 了 有 模型 2, X 是 2 的 不 可 辨 元 集 。 由 命题 11. 1.4 
X 生成 的 Skolem 壳 ,26(X) < ,因此 22(X) 也 是 未 的 模型 ,由 
缉 可 数 知 力也 可 数 。 由 命题 11.1.4 HH(X) 也 是 可 数 集 ， 因 此 
妖 (X) 实现 多 中 至 多 可 数 多 个 型 。 由 命题 11. 2. 4 不 可 辨 元 集 的 
伸 长 定理 , 对 任意 大 的 全 序 集 Y, 都 有 模型 多 FF 元, 使 Y 是 多 的 
不 可 辨 元 集 , 而且 X, Y 中 同 长 的 有 限 递增 序列 满足 的 公式 相同 ， 
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由 命题 11.2.7 经 (Y) 与 2(CX) 实现 的 型 全 都 相同 ， 而 22 
(7) 多 , 因此 2&(Y)FET, 22(Y) 与 22(CX) 在 弓 中 的 归 约 都 
是 工 的 模型 ,实现 的 乡 中 的 型 都 相同 ， 以 B&(X) 的 乡 归 约 实 
现 的 型 的 族 为 A,， 2 (Y) 可 以 是 任意 大 的 模型 ,实现 的 型 恰 属 于 
4， 1 


练习 


11.2.1 设 X 是 人 2 的 不 可 辨 元 集 , 证 明 (X、<<) 的 每 个 序 
自 同 构 都 可 以 扩充 为 (X) 的 自 同 构 ，(X、 二 〉 的 自 同 构 群 同 
构 了 嵌入 2"(X) 的 自 同 构 群 。 

11.2.2 设 “ 是 一 个 无 限 基数 , 证 明 存 在 势 " 的 全 序 集 X 有 
2" 多 个 序 自 同 构 。 

11.2.3 设 人 是 < 的 一 个 有 无 限 模型 的 理论 ， 证 明 对 每 个 
无 限 基数 w，T 有 势 «的 模型 有 2" 个 自 同 构 。 

11.2.4 设 缘 可 数 , TT 是 红 的 具有 内 在 Skolem 函数 的 理 
论 ， 证 明 对 每 个 无 限 基数 a, T 有 势 a 的 模型 2， 且 对 4 的 每 个 
子 集 BC4， (入 ，b)ves 至 多 实现 膨胀 语言 2 U{c: 5E€B) 中 
181Uw 个 型 。 
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第 十 二 章 ”模型 论 力 迫 法 


§12.1 有 限 力 人 迫 法 


六 十 年 代 初 , P. J. Cohen 创造 了 集合 论 力 迫 法 , 他 用 这 种 力 
迫 法 证 明了 连续 统 假设 与 ZFC 公理 系统 的 和 谐 性 和 独立 性 。 六 十 
年 代 末 ，A. Robinson 把 力 迫 法 引进 模型 论 ， 给 出 了 模型 论 中 的 
有 限 力 迫 和 无 限 力 迫 两 种 方法 . Keisler 用 有 限 力 迫 法 证 明了 省 略 
型 定理 ， 并 给 出 了 广义 量词 逻辑 的 模型 论 力 迫 法 ， 后 来 各 种 各 样 
模型 论 力 迫 法 层出不穷 。 由 此 引出 的 概念 ， 力 迫 伴随 理论 ， 模 型 
伴随 理论 等 使 模型 论 研究 开拓 了 一 个 新 的 方向 。 本 章 介 绍 有 限 力 
迫 与 无 限 力 迫 方法 的 一 些 基本 概念 。 

设 色 是 一 个 形式 语言 , C 是 不 在 双 中 出 现 的 无 限 新 常量 集 ， 
记 双 (CC) 为 乡 的 简单 膨胀 乡 UC. 设 T 是 语言 双 中 的 一 个 和 谐 
理论 , 任 取 红 (C) 中 有 限 多 个 原子 句 或 原子 句 的 否定 组 成 的 集合 
,如 果 了 TU 疡 是 双 (C) 中 和 谐 句 子 集 , 就 称 p 是 理论 T 在 作 (C) 
中 的 一 个 条 件 , 不 引起 歧义 时 也 称 p 是 了 的 条 件 , 或 称 p 是 条 件 . 
特别 我 们 约定 空 集 儿 也 看 作 是 一 个 条 件 . 我 们 常 以 p,g,r 或 pi， 
qi1，9: 等 等 来 表示 7T 的 条 件 。 

设 是 双 (C) 的 一 个 句子 , 称 T 的 条 件 p 有限 力 迫 p, 记 作 
pilH-r ,voy, 或 简 记 作 pl-9， 归纳 定义 如 下 : 

(1) 9 是 原子 句 ，z||? 当 且 仅 当 PEz 

(2) 9 一 内 V 内 ， 志 | 片 办 V 风 当 且 仅 当 plH-p, 或 pl 上 -ys; 

(3) g=3zy(z)，plF-y 当 且 仅 当 存在 cEC 使 pl-y(e)， 

(4) g= 一 y，piH--9 当 且 仅 当 不 存在 条 件 g,，g 刁 p,qli-y. 

这 里 我 们 把 一 ，V ，3 当成 基本 符号 ， 而 把 ~，A ，VY + 当 
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作 由 基本 符号 导出 的 公式 的 简写 。 

命题 12.1.1 

(GD 车 pl-y, gp， 则 gly; 

(ii) 对 任意 y，p 不 能 同时 力 迫 y 和 一 y; 

(iii) 若 gyEp，, 则 pl 上 -yy 

(iv) 若 少 是 原子 句 或 原子 句 的 否定 , pi 片 y, 则 pU {y} 也 是 
了 的 条 件 。 , 

证 明 对 y 的 复杂 性 归纳 容易 证 明 (i). 由 pl 上 -一 y 的 定义 可 
知 (ii) 成 立 。 

Giii) 若是 原子 名 ,由 定义 及 yEp, 必 有 pl-y, 若 少 是 原 
子 句 的 否定 ,y= 一 9, ?是 原子 句 ,由 yEp, 则 对 任意 gp, pq， 
因此 gl 纹 p， 折 定 义 必 有 pl- 一 p， 即 pl 片 y. 

(iv) 若 y 是 原子 句 , 由 pl 上-y, 必 有 ywEp，, 因此 pUt{y}=p 
是 了 的 条 件 . 若 y= 一 p, ?是 原子 句 , 由 pl 一 p 知 pU{g} 不 是 
了 的 条 件 ， 否 则 可 令 g 二 pU {9}， 得 ql-9 与 pl 一 9p 矛盾， 这 样 
pU{9) 与 7 不 和 谐 。 因此 TUp 片 一 p， 从 而 pU{ 一 9} 与 TT 和 
谐 。 即 pU{y} 也 是 了 的 条 件 。 1 

我 们 看 到 , 力 迫 关系 与 一 阶 语言 多, 纪 的 理论 7 和 新 常量 集 
C 有 关 . 但 实际 上 , 新 常量 集 C 在 力 迫 关系 中 并 无 实质 性 作用 , 下 
面 的 命题 说 明 对 两 个 不 同 的 无 限 新 常量 集 C, C', 如 果 CCC'…， 对 
多 (C) 中 的 条 件 p, 和 句子 ,pp 在 红 (C) 中 力 迫 g 与 p 在 丝 (C') 
中 力 迫 pg 是 一 致 的 . 因此 力 迫 关系 与 新 常量 集 的 势 无 关 , 而 对 不 同 
的 新 常量 集 ， 除 了 符号 不 同 之 外 ， 并 没有 具体 意义 上 的 区 别 。 这 
样 ， 对 任意 的 一 阶 语言 多 ,任意 的 理论 了 ， 可 以 任 取 一 个 可 数 无 
限 新 常量 集 C， 在 双 (C) 中 考虑 力 近 关系。 

命题 12.1.2 设 C, C' 都 是 不 在 乡 中 出 现 的 无 限 新 常量 集 ， 
CCC', 设 了 是 纪 中 和 谐 理论 , 训 是 三 在 经 (C) 中 的 一 个 条 件 ， 
?是 红 (C) 中 一 个 句子 ， 则 I 上 9 当 且 仅 当 pl 
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证 明 易 见 车 请 是 了 在 经 (C) 中 的 条 件 ， 则 请 必 也 是 了 在 
纪 (C') 中 的 条 件 . 这 里 pp， 和 pl 上 ?分 别 表 示 在 乡 (C) 中 和 
在 红 (C') 中 p 力 迫 

设 q 是 T 在 丝 (C') 中 的 一 个 条 件 , 9 是 红 (C' ) 中 一 个 句子 . 
由 于 g 是 经 (C') 中 有 限 句 子 集 ,g 中 至 多 只 有 有 限 多 个 新 常量 , 因 
此 9 和 9 中 只 有 有 限 多 个 新 常量 属于 C' 而 不 属于 C. 记 g 和 9 为 
g(Cc，…，c 和 cy， …，c)， 其 中 co …，c 是 9 和 9? 中 出 
现 的 属于 C' 而 不 属于 C 的 全 体 新 常量 . 因 C 是 无 限 集 , 可 以 取 到 
cy …， cxEC 使 之 不 在 9 和 9 中 出 现 ,以 cj，…， c* 分 别 代 换 g 和 
9 中 的 ci ，…，c' 得 到 g(r，…，c.) 和 Kc1，…，c,)， 不 难看 
出 这 样 得 到 的 glc,，…，c.) 是 工 在 经 (C) 中 的 条 件 。 对 p 的 复 
杂 性 归纳 又 容易 知道 

gcomveo) 有 we，c") 当 且 仅 当 

gc 有 Per ,C's) 

现在 我 们 对 句子 9 的 复杂 性 归纳 证 明 

p 贱 ? 当 且 仅 当 p JEp 

对 9 是 原子 句 ,p==JV yi 的 情况 容易 证 明 。 设 p=3xy(x) ,如 
果 p Ep, 则 存在 cEC,， pp Jwe)， 由 归纳 假设 有 p JEwCe). 
因此 p IE3zy(z), 即 p Er. 反 过 来 , 如 果 有 p ,外 ,9”, 则 存在 
c EC'、 使 记 dv). 由 上 一 段 说 明知 存在 cEC, 用 c 代 换 "得 
版 4(O， 这 样 仍 有 p 由 9 

设 pg= 一 y,， 如 果 p J 一， 则 对 了 工 在 经 (ec ) 中 的 任意 条 件 
ap 9 其 全 当然 对 了 在 纪 (c) 中 的 任意 条 件 92p， 也 有 
9 其 中 由 归纳 假设 此 内 因此 p 路 一 反之 , 如 果 
p 此 一 当 则 存在 了 在 生 (c ) 中 的 条 gq 刁 p， a yy， 由 前 段 
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说 明 , 可 以 用 C 中 常量 代 换 g 中 不 在 C 中 出 现 的 C' 中 常量 得 到 条 
件 gp， 有 g 此 9， 从 而 户外 一 少 完成 归纳 证 明 。 |! 

设 了 是 语言 纪 的 一 个 理论 , 以 Tv 记 理 论 T 的 全 称 推论 的 全 
体 ， 即 Tv =(9EI TH 9). 

命题 12.1.3 设 了 是 纪 的 一 个 理论 , p 是 7T 的 条 件 当 且 仅 
当 p 是 TV 的 条 件 ， 对 乡 (C) 中 任意 句子 9， 有 pI-9 当 且 仅 当 
ple 

证 明 设 p 是 T 的 条 件 , 即 TUp 和 谐 , 显 见 有 Ty Up 和谐， 
因此 p 是 Ty 的 条 件 . 设 p 是 Ty 的 条 件 , 则 Tvy Up 和谐, 有 模型 
人 UTYy Up， 由 命题 4.3.4 有 模型 写 忆 Ar，SHT， 由 于 了 乡 中 句 
子 都 没有 量词 , 因此 也 有 名 睹 p. 这 样 多 睹 TUp,， 从 而 TUp 和 
谐 ， 因 此 p 也 是 了 的 条 件 。 

以 上 说 明了 在 多 (C) 中 的 条 件 与 Tv 在 经 (C) 中 的 条 件 是 完 
全 相同 的 ， 而 力 迫 关系 完全 由 条 件 集 确定 ， 不 难看 出 刀片 9 当 且 仅 
ple 1 


设 刀 是 T 的 一 个 条 件 ，9 是 双 (C) 的 一 个 句子 ， 如 果 
Pl 上 -一 一 9 就 称 庆 弱 力 迫 w， 记 作 加 上 "9 不 难看 出 如 "98 当 且 
仅 当 对 任意 条 件 9 淆 p,q | 以 一 2, 即 对 任意 条 件 9 二, 存在 rq， 
z| 上 多 

由 弱 力 迫 的 定义 ， 只 要 pl 片 p 就 一 定 有 pl"p。 对 任意 句子 . 
9，p 不 能 同时 弱 力 迫 pg 和 一 9 

弱 力 迫 比 力 迫 有 更 好 的 性 质 ， 因 此 使 用 更 方便 ， 下 面 命题 的 
证 明 留 给 读者 . 

命题 12.1.4 

GD 车 pl-*p, gp, 则 gl 上 -' 9; 

(i) pl" 一 p 当 且 仅 当 pl 上 -一 9; 

Giii) pl 片 Yzy(z〉》 当 且 仅 当 对 任意 cEC, pl-*y(e). 
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设 了 是 终 的 一 个 和 谐 理论 , 妃 是 经 (C) 中 了 的 一 个 条 件 . 令 
T/A(p)={pE 红 : pl|-*9} 表示 经 中 能 被 p 弱 力 迫 的 全 体 句 子 
的 集合 ， 当 p= 时 , 记 T (GB)=T', 称 T!' 为 T 的 有 限 力 迫 伴 
随 理论 , 注意 T7(z) 和 777 都 是 乡 的 句子 集 , 而 不 是 乡 (C) 的 句 
子 集 。 

由 命题 12. 1. 3 可 知 ， 对 任意 和 谐 理论 了 ，7 和 Tv 有 完全 相 
同 的 条 件 集 , 有 完全 相同 的 力 迫 关系 , 因此 T 和 Tv 有 完全 相同 的 
有 限 力 迫 伴随 理论 。 

命题 12.1.5 T7= (Tv )/， 

对 乡 (C) 中 的 存在 句 与 全 称 句 , 力 迫 关系 有 特殊 的 语义 和 语 

命题 12.1.6 设 UY 是 乡 的 一 个 模型 ,UT, 设 pg 是 经 (4) 
中 任意 一 个 存在 句 ，2FFy8 当 且 仅 当 存在 一 个 有 限 集 2CAw ,使 
tlt-¢ 

证 明 由 45xF7T 知 Ar 的 任意 有 限 子 集 都 是 T 在 纯 (4) 中 
的 条 件 ， 对 存在 句 的 复杂 性 归纳 ， 设 8 是 原子 句 ，BKFEg， 令 
二 {9), 则 pCAw, | 9; 如 果 存 在 pCAz，, zl wo 则 pE p，, 因 
此 9 

设 g= 一 y,y 是 原子 句 , 如 果 人 Up, 令 p={ 一 J) 则 显然 有 
四 上 9 如 果 红 基 9， 则 SF YEAxv， 这 时 任意 有 限 子 集 
PCAw, 令 g=pUt{y}CAw， 有 gl 上 -Jy， 从 而 pl 9 

设 p= Vs, 如 果 A 则 A 或 全 内. 由 归纳 假 
设 存在 pCAw， Pi 急 或 如 | 上 yi. 因此 pil 睹 yp Vy 即 思 | Pp; 
如 果 存 在 pCAr, pl vy, 则 pi 轴 或 pl y， 有 全 yj 或 
办， 从 而 上 9 

设 pg=3zy(z), 如 果 人 UFg, 则 存在 a€ 4， UF 三 y(a). 由 归 
纳 假设 , 存在 pCAw, pl y(a), 从 而 有 pl|-3zxy(z); 如 果 存 在 
户 CAx， 刀 | 上-3zy(z)， 则 存在 <cE4， 使 让 上 F%Cc)， 由 归纳 假设 
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UFylc); 因此 也 有 BlF3zy (z)。 1 

命题 12.1.7 设 娟 是 T 的 一 个 条 件 , 8 是 经 (C) 中 一 个 全 称 
句 ， 则 z gq 当 且 仅 当 TUp 上 9 

证 明 设 g= 一 y, 则 y 是 丝 (C) 的 一 个 存在 句 , 如 果 plH 9， 
则 存在 g 必 p,qglH~ yy， 取 TUg 的 一 个 模型 2 ， 由 9CAxw， 由 命 
题 12.1.6 可 知人 Fg， 因此 有 TUgU {yy} 和 谐 . 即 TUpU 
{一 9} 和 谐 , 这 样 TUp Hq 

反之 , 如 果 TUp Hp 则 TUpU {yg} 和 谐 ， 因 此 有 经 (C) 
的 模型 ,UTUpU {y} ,由 命题 12.1.6 存在 gCAz,gl-y。 
易 见 pCAz，, 因此 pUg 是 T 在 乡 (4) 中 的 条 件 , pUgl-y, 不 
难 把 g 中 不 在 C 中 出 现 的 常量 换 成 C 中 不 在 pUg 中 出 现 的 新 常 
量 , 得 到 了 在 乡 (C) 中 的 条 件 aUgiH y， 这 样 p1 坟 一 y, 完 成 归 
纳 。 | 


练习 


12.1.1 设 p 是 TT 的 一 个 条 件 ，g=Yzry(z) 是 经 (C) 的 一 
个 句子 . 证 明 : 如 | 上 98 当 且 仅 当 对 任意 条 件 9 二 刀 , 任意 cEC, 存 
在 rDg, 使 + |F-%Cc). 

12.1.2 证 明 pl-“g 当 且 仅 当 对 任意 g 忆 p,ql 久 一 gp 当 且 仅 
当 对 任意 gq 卫 p， 存 在 rg, 7 | 上 9 

12. 1.3 ”证 明 命 题 12. 1. 4. 

12.1.4 设 卫 ， T, 是 乡 的 两 个 和 谐 理 论 ， 如 果 Tv =Tw， 
证 明 T{=7Y. 

12.1.5 证 明 Ty CT'. 设 纪 的 模型 ZUFT7, 则 和 可 以 扩 
充 到 了 的 模型 ， 即 存在 BU ，BFT. 

12.1.6 设 p 是 T 的 条 件 ， gp 是 原子 句 ， 一 gEp， 证 明 
pl-—9 

12.1.7 设 p 是 红 (C) 的 任意 一 句子 , 证 明 gl-*9V 一 多 
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12.1.8 设 句 子 8q 是 乡 (C) 的 任意 一 公理 ， 证 明 刀 上 "9 
12.1.9 设 pl'p, pl 上 "p>y, 证 明 pI"y 


§ 12.2 有 限 力 迫 兼 纳 模型 


设 了 是 一 阶 语言 乡 的 和 谐 理论 ,C 是 无 限 新 常量 集 . 设 G 是 
膨胀 语言 纤 (C》 中 原子 句 和 原子 句 的 否定 组 成 的 句子 集 . 如 果 G 
满足 下 列 条 件 ， 就 称 G 是 了 在 乡 (C) 中 的 兼 纳 集 。 

(1) G 的 任意 有 限 子 集 都 是 了 的 条 件 ; 

(2) 对 双 (C) 中 任意 句子 pq, 都 有 pCG, 使 pl-p, 或 
pIi-—9。 

设 G 是 TT 在 丝 (C) 中 一 个 兼 纳 集 , 是 丝 (C) 中 一 个 句子 ， 
如 果 有 pCG，p | 上 -2， 就 称 兼 纳 集 C 力 迫 8， 记 作 CIHF9 

命题 12.2.1 设 G 是 兼 纳 集 ,9 是 弓 (C) 中 一 句子 , 则 CI 9 
或 GI 一 q 恰 有 一 个 成 立 。 

证 明 由 兼 纳 集 定义 知 CI 上 Fw, Gl- 一 pg 至少 有 一 个 成 立 。 设 
GIF yp, GH- 一 q 志 成 立 , 则 有 p,qCG，, 使 Pl- 9, ql 一 9, 但 
PUgqCG 仍 是 G 的 有 限 集 ， 因此 仍 是 条 件 ， 这样 pUgl 上 -9 且 
户 U9l 上 一， 而 这 是 不 可 能 的 ， 这 就 证 明 GIH|-9p，GI 上 一 9 不 能 同 
时 成 立 。 上 

现在 我 们 证 明 兼 纳 集 C 的 存在 性 。 

引 理 12.2.2 设 p 是 理论 T 的 条 件 , p 是 乡 (C) 的 任意 一 个 
句子 ， 则 存在 9g 必 p， 使 gl 焉 gl 一 9 

证 明 如 果 pl|-~ 一 gp, 令 g 二 p; 如 果 pl 坟 一 p， 由 定义 知 存在 
gp, galt-p. 1 

定理 12. 2.3 ”〈 兼 纳 集 存在 定理 ) 设 红 是 可 数 语言 ,C 是 
可 次 无 限 新 常量 集 , T 是 乡 的 和 谐 理论 , p 是 T 在 乡 (C) 中 的 条 
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件 ， 则 工 在 丝 (C) 中 有 兼 纳 集 G， 使 得 pSG. 

证 明 列 出 乡 (C〉 中 全 部 可 数 多 个 句子 : 

Pr Py ps Ne 

由 引 理 12. 2. 2 可 以 归纳 构造 T 的 条 件 的 递增 序列 ， 

bp= 加 CCpCpC…CbC…，n<ow， 使 对 任意 z<w， 有 
乌 + 直 - 史 或 刀 +|- 一 9%. 令 G== Up,，G 中 任意 有 限 子 集 必 包含 于 
某 个 名 中 , 因此 是 了 的 条 件 , 这 样 G 是 T 在 纪 (C) 中 的 兼 纳 集 。 


定理 12. 2. 3 中 纪 可 数 这 个 条 件 是 必 不 可 少 的 , 当 纪 不 可 数 
时 ，S. Shelah 和 P、Henrard 给 出 反例 说 明和 谐 理 论 人 可 以 没有 
兼 纳 集 ， 当 然 命题 12. 1. 2 说 明定 理 中 的 C 可 以 是 不 可 数 集 。 

引 理 12.2.4 设 G 是 兼 纳 集 ， 则 G 有 如 下 性 质 ， 

(1) 设 9 是 经 (C) 的 原子 句 ， 如 果 上 Pr， 则 GIF9; 

(2) GilF-g 当 且 仅 当 GI 忆 一 7 

GIF 中 V 多 当 且 仅 当 GIFw 或 cl 罗 ， 
GIF-nAp 当 且 仅 当 Gl- 且 Gl-p; 

(3) 设 由 ，…，9， 都 是 乡 (C) 的 原子 句 ， 且 
FoaAApr>y, Gin A…Ag, 则 GIFy; 

(4) 对 纪 (C) 的 任意 一 个 闭 项 :， 存在 cEC， GlHt=c: 

证 明 (1) 设 yp 是 丝 (C) 的 原子 句 , 但 Gllw, 由 G 是 兼 纳 
集 , 必 有 G I- 一 9, 即 存在 条 件 pCG, pl 上 一 9, 由 命题 12. 1. 1， 
PU {一 9} 和 谐 ， 因此 一 gp 是 和 谐 句 子 ,| 9 

(2) 都 是 显然 的 。 

(3) 设 中 ，…，8， 少 都 是 纪 (C) 的 原子 句 ， 
FaA…Ap>y, GIF 下 入 … 入 9， 则 存在 条 件 pCG, pl~ 9 人 
人 ,因此 9 ,… ,8Ep, 设 G | 一 y, 于 是 有 gqCG, gl 一 y， 
但 pUgCG 仍 是 有 限 子 集 , 因此 有 pUgl 片 一 yp, 再 由 命题 12. 1. 1 
PUgU {一 从 和 谐 .但 由 片 pA…Ap>y， 知 pUg 片 $y， 因此 
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PUgU { 一 分 不 和 谐 ， 得 到 矛盾 ， 这 就 证 明了 必 有 Ci y。 

(4) 设 上 是 经 (C) 的 任意 一 个 闭 项 ， 我 们 证 明 
GIH3z(ds=z)。 若 CIM3z(GEz)， 则 CI 上 一 3z(Gt 二 xz)， 因 此 有 
pCG, pt- 一 3zx(t==zx)。 但 p 是 有 限 集 , 必 有 常量 cEC,c 不 在 
和 zt 中 出 现 , 由 片 3x(t 寺 xz) 知 TUpU {三 c} 和 谐 . (否则 TU 
p 上 -一 (二 c) 由 命题 2.2.2 有 TUp 上 -Yrz( 一 t 二 x), 即 TUp 上 -一 
3zxlt 三 zx) 得 到 矛盾 1) 令 g=pU {tc}, 则 gq 是 T 的 条 件 ， 
9| 上 1 圭 c， 因 此 有 ql-3xG 二 x), 但 由 pCg 又 有 gil- 一 3zx(t 圭 
z) 这 是 不 可 能 的 。 这 就 证 明了 GI 片 3z(t 三 zx)。 因 此 , 必 有 cEC， 
使 GIFz=c.。 1 

现在 我 们 可 以 证 明 兼 纳 模型 的 存在 定理 。 

定理 12.2.5 〈 兼 纳 模型 的 存在 定理 ) 设 G 是 理论 了 在 
纪 (C) 中 的 兼 纳 集 ， 则 存在 纪 (C) 的 模型 &r， 使 满足 下 列 条 件 ， 

(i) 2 的 论 域 4 中 每 个 元 素 都 是 某 个 新 常量 符号 cEC 的 解 
释 ; 

(ii) 对 纪 (C) 中 任意 一 个 句子 P，FF9 当 上 且 仅 当 GI 上 9 

证 明 定义 常量 集 C 上 二 元 关系 ~ 如 下 : 对 任意 c、c EC， 
c~c' 当 且 仅 当 GIHFc 二 c， 由 引 理 12.2.4 易 见 ~~ 是 C 上 等 价 关 
系 ， 对 每 个 cE€C, 令 5z={c'EC :ci~c}, Z 称 为 c 所 在 的 等 价 类 ， 
令 A={z :cEC}, A 是 C 的 全 体 等 价 类 的 集合 ,我 们 以 4 为 论 域 
来 构造 乡 (C) 的 模型 和 

(1) 设 R 是 缘 的 wn 元 关系 符号 ,定义 A 上 元 关系 R* 作 RR 
的 解释 ， 对 任意 c，…，c.EC， 

RY (zi， nog) 成 立 当 且 仅 当 GlHR(a, Ce) 

(2) 设 下 是 弓 的 = 元 函数 符号 , 定义 4 上 半 元 函数 Fe 作 正 
的 解释 : 对 任意 c,，…，c,EC， 如 果 有 cEC， 使 
GIHFF (a,*…,c,) 三 c， 就 令 

FY (= 
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(3) 设 d 是 红 (C) 的 常量 符号 , 如 果 有 cEC, 使 CIHd=c， 
就 令 5 作 4 的 解释 。 

因为 (ci，…，cs) 是 纪 (C) 的 闭 项 ， 由 引 理 12. 2. 4 中 的 
(4) 知 必 有 cEC, 使 GiH-F(c，…,c,) 硅 c， 所 以 (2) 定义 Fw 是 
4 上 的 函数 ， 同 样 常量 符号 d 也 是 闭 项 . 〈3) 的 定义 也 是 有 意义 
的 , 下 面 我 们 就 以 (1) 为 例 说 明 上 面 定义 的 函数 、 关 系 和 常量 都 
与 代表 元 取 法 无 关 . 

设 R 是 缘 上 的 wn 元 关系 符号 , oy，…，, cs cy …，cEC, 设 
a~a [jt ,cm 一 cy 我们 需要 证 明 Re (6,， 这 25 成立 当 且 仅 当 
Re (zw，z) 成 立 。 设 Re (2 ,… ,5,) 成 立 , 即 Gl- Roycy)， 
由 ci~c，…，c 一 cy， 知 GiF a 二 a 和 A…Ac 二 co, 而 

FF aa A AccAR (c，…，c) 一 R (co, …, 0,) 是 
红 (C) 的 一 条 公理 的 等 价 形式 , 由 引 理 12.2.4 (3) 可 得 
GIF RG，*…，c,)， 因 此 有 R* (za ，…，z2) 成 立 ， 反 过 来 也 是 
一 样 的 ， 函数、 常量 也 可 以 类 似 证 明 ， 这 样 (1)，(2)，(3 都 是 
良 定义 的 、 

我 们 以 4 为 论 域 构造 出 了 纯 (C) 的 一 个 模型 QU, 易 见 U 已 
经 满足 要 求 (i)， 下 面 证 明 和 满足 要 求 (ii). 

对 红 (C) 的 句子 的 复杂 性 归纳 证 明 . 

FF9 当 上 且 仅 当 GIFy 

对 红 (C) 中 项 的 复杂 性 归纳 可 以 证 明 对 任意 闭 项 +， 都 存在 
cEC， 使 色 =z 当 且 仅 当 CIH 二 <. 

设 8 是 原子 名 为 二 请 ，6， 性 是 经 (C) 的 闭 项 ， 由 5 的 定义 
知 存在 c, czEC, 使 下 =2， 经 一 2 即 存在 4 中 避 , 5 分 别 是 项 
tt1，tz 的 解释 ， 我 们 有 

人 UF 二 ts 当 且 仅 当 过 = 培 当 且 仅 当 书 = 当 且 仅 当 ci 一 c: 
当 且 仅 当 GlHF-a 寺 ez. 

由 好 一 5 经 =2, 有 GIHascy, GlHts 志 cz. 由 引 理 12.2.4 
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(3) 不 难 证 明 GIFc=c: 当 且 仅 当 G1H~ 二 tf。 这 样 Uh 寺 t 3 
且 仅 当 G1HF4 寺 i;. 

设 是 原子 句子 Re ，…，t), by ,加 是 红 (C) 的 闲 项 ， 
设 经 = 有 ，…， 经 一 5 其 中 c， …，csEC，GkFRG，…， 加 ) 
当 且 仅 当 Rz (这,，…, 1Y) 成 立即 R*(&，…，, 5) 成 立 ， 当 且 
仅 当 GIFR(C，…，c,)， 类 似 可 证 

GIFR(Gc，…，cr) 当 且 仅 当 GIFRG，…， 加 )。 
因此 和 FFRGh，…，b) 当 且 仅 当 GI 上 Ra …，, 4). 

设 9 一 一 %, Gl 片 一 少 当 且 仅 当 久 莽 少 当 且 仅 当 CGI 当 且 
仅 当 CGI 上 一 少 

设 9 一 几 V 内 时 显然 成 立 。 

设 9 一 3zy(z)，LFyp 当 且 仅 当 存在 cEC，5FFY CD ， 即 
FFWCc) 当 且 仅 当 GIFY%Gc)》 当 且 仅 当 GIF3zwCz)， 

这 样 归纳 证 明了 Ug 当 且 仅 当 GIH-p, 满足 Gi)。 1 

我 们 常 称 满足 定理 12. 2. 5 (iD) ，(ii) 的 模型 ai 为 G 生成 的 兼 
纳 模型 ， 有 时 以 QU(G) 表示 G 生成 的 兼 纳 模型 、 UG) 在 多 中 
的 归 约 也 叫做 了 的 兼 纳 模型 , 下 面 这 个 定理 表明 同一 个 G 生成 的 
兼 纳 模型 在 同 构 的 意义 下 是 唯一 的 。 

定理 12. 2.6 ”〈 兼 纳 模型 的 唯一 性 定理 ) 设 G 是 理论 了 在 
弓 (C) 中 的 兼 纳 集 . UW, 2 都 是 双 (C) 中 由 G 生成 的 兼 纳 模型 ， 
则 Ai 全 tr 

证 明 定义 f: 4 一 4: 是 论 域 A 到 4: 上 的 一 个 映射 ， 对 任 
意 aE4，p6E4: . 

Fe) 一 0 当 且 公 当 ae、2 是 C 中 同一 常量 c 的 解释 . 

由 于 41, 4: 中 每 个 元 素 都 是 C 中 某 常量 的 解释 , 所 以 f 是 满 
射 , 设 al， QE hi, aa 天 az 则 有 a, csEC, ai 一 ci as=cf:, c¥ 
天 cg 因此 GIFc 尖 c:- 这 样 cy: 天 cz 因此 flay) 关 f(as), 是 
一 一 映射 
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设 wzi，…，z) 是 红 (C) 的 一 个 公式 , qa1，…, a,€Ah1, 如 
果 liFyCa, …a, 则 有 co…cEC, 使 2 上 (cl ，…，c)， 
因此 有 GIFYc ，…，c)， 这 时 ai 一 cg ，…，a 一 cz 。 现 在 又 有 
liFYce，…，c)， 从 而 红 片 江 7Go Fo)]， 反 过 来 也 成 
立 ， 这 样 映 射 了 是 4 到 人 U, 的 同 构 映射 ，2 守 2，,. 1 

兼 纳 模型 是 对 力 迫 关系 定义 的 ， 但 对 弱 力 迫 有 类 似 的 性 质 。 

命题 12.2.7 设 人 是 G 生成 的 兼 纳 模型 ， 条件 pCG， 若 
路 9, 则 Ep， 特别 Ze 上 FT7. 

证 明 设 pCG. pp 如 果 人 UU 医 g, 则 UF 一 pp 由 人 UU 
是 兼 纳 模型 , 有 G |i- 一 9 因此 有 gCG, gl 上 -一 p 但 pUg 仍 是 
G 的 条 件 ， 因 此 户 Usl 上 一 2 这 与 六? 矛盾 ! 因此 必 有 上 9 

对 任意 PET7， 都 有 1 wo 由 好 CG. 由 已 证 的 结果 有 
FF9 因此 FT7. 1 

命题 12. 2. 7 说 明 改 用 弱 力 迫 定义 的 兼 纳 模型 将 和 用 力 迫 定 
义 的 没有 区 别 ， 兼 纳 模型 还 给 出 了 弱 力 迫 的 语义 性 质 。 

命题 12.2.8 设 乡 可 数 ,pl 上 =p 当 和 且 仅 当 对 任意 包含 p 的 兼 
纳 集 G 生成 的 兼 纳 模型 ZW， 三 q 

证 明 设 p | 片 p, 由 命题 12. 2. 7 已 知 2Up 设 p |p,， 
则 存在 条 件 g 卫 p. gl- 一 “由 定理 12. 2. 5 有 兼 纳 集 G. pCgC 
G，G 生成 的 兼 纳 模型 UU, Up 1 

推论 12.2.9 设 色 可 数 , T 是 乡 的 和 谐 理论 ， 则 
7T/= {gE 红 : WU 是 T 的 兼 纳 模型 ， ZF9). 

证 明 设 史 是 和 的 任何 一 个 句子 ，PETV7 当 且 仅 当 好 1 w， 
由 命题 12. 2. 8 当 上 且 仅 当 对 任意 兼 纳 模型 2，AFY 1 

弱 力 据 的 这 个 语义 性 质 只 对 可 数 语言 纪 成 立 ， 因 为 当 纪 不 
可 数 时 ， 和 谐 理论 T 不 一 定 有 兼 纳 模型 。 

下 面 我 们 来 介绍 兼 纳 模型 的 一 些 性 质 。 

命题 12.2.10 设 人 是 T 的 兼 纳 模型 , 则 人 可 以 扩充 为 人 
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的 模型 ， 即 存在 多 D2U，B=T. 

证 明 设 入 是 T 的 兼 纳 模型 , 由 命题 12. 2.7 有 BlFT7, 设 
9 是 乡 的 全 称 句 子 ， 即 pgE IJ ， 如 果 T 上”, 由 命题 12.1.7 有 
名 | 上 Fp 所 以 有 ?9ET7. 这 样 Ty CT/. 因 此 UTy .由 命题 4.3.4 
存在 多 DAU. %@FET. [| 

为 了 更 方便 地 应 用 兼 纳 模型 , 我 们 把 纪 中 模型 2, 2U 是 了 
的 兼 纳 模型 ， 看 成 是 由 2 自身 的 图 象 Ax 生成 的 。 

命题 12.2.11 设 入 是 T 的 兼 纳 模型 , 则 Ax 是 了 在 经 (4) 
中 的 兼 纳 集 ， 是 由 Ax 生成 的 兼 纳 模型 。 

证 明 设 U 是 由 T 在 缘 (C) 中 的 兼 纳 集 G 生成 的 . 由 于 4 
的 每 个 元 素 都 是 C 中 常量 的 解释 , 我 们 把 cEC, c 的 解释 cxE4 
看 成 是 c 自身 ， 即 把 cx 看 成 c<， 就 有 4CC. 由 命题 12.2.10 和 
可 以 扩充 为 了 的 模型 , 因此 Ax 中 每 个 有 限 子 集 都 在 T 的 模型 中 
成 立 ， 所 以 是 了 的 条 件 。 

设 9 是 双 (4) 中 任 一 句子 , 如 果 Fw, 则 有 CGIH9, 因而 有 
PCG, plH-p, 但 p 中 任意 一 个 句子 都 被 p 力 迫 ， 因 此 Up. 从 
而 有 p'CAw. 这 里 p' 是 把 p 中 出 现 C 常量 符号 用 4 中 相应 的 解 
释 作 代 换 得 到 的 句子 集 . 注意 p 中 不 同 的 常量 可 能 被 换 成 4 中 相 
同 的 元 素 。 我 们 要 证 明 户外 ?9 当 且 仅 当 p' 外 -9 

对 yp 是 原子 句 ,yyV yy,3zy(z) 的 情形 都 容易 证 明 . 设 ? 一 一 少 ， 
如 果 户 一 和 ,由 命题 12.1.2 也 有 p J 此 一 现 设 p 小 一 如 
果 p' J 丹 一 $， 则 存在 q'pr，q 由 人 光 而 9 当然 也 是 经 (C) 中 了 
的 条 件 ， 作 适当 的 变换 后 有 9 忆 ,由 归纳 假设 9 Jy 与 p 上 贱 - 攻 
矛盾 ! 

这 样 对 乡 中 任意 句子 p, BlFFY 就 有 2CAx ,zw 易 见 Ax 
是 (4) 的 兼 纳 集 ， 而 且 有 

AlF98 当 且 仅 当 Ax 19 
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这 样 ai 是 Ax 生成 的 兼 纳 模型 。 | 

命题 12.2.12 设 人 ,人 2, 都 是 T 的 兼 纳 模型 ,21CQU. 则 
U1 <U,. . 

证 明 任 取 公 式 wzi，…，zo)E 纪 ,任意 aa， …，asE4. 如 
果 AliF9 [a1，…，a,]， 由 WU 是 兼 纳 模型 ，Aw, 是 兼 纳 集 有 


Aax 1Fp (Co ， …，a), 由 U1 Ce 有 A fC La 因 此 
La 小 9 (a1，…，a,). 再 由 人 2 也 是 兼 纳 模型 ， 
Up [a …， oa。 1 


定理 12.2.13 设 人 是 T 的 兼 纳 模型 , 则 人 2 是 T 的 存在 完 
备 模 型 。 即 红 (4) 中 任何 马 句子 如 在 vs 的 了 扩充 中 真 ， 就 在 
Uh 中 真 。 

证 明 设 ZFT，CZl，9? 是 纪 (4) 的 一 个 存在 句 . 
is， 我 们 证 明 必 有 sm 由 命题 12. 1. 6 知 存在 有 限 子 集 
记 CAaw ,使 站 六 只 设 和 ls 全 98， 则 线 一 p%， 由 2 是 兼 纳 模型 ， 
有 条 件 9CAx ， 使 9| 上 一 p， 但 由 blCB ， 有 思 UgCAw,， 因 此 ， 
户 Uq 也 是 了 的 条 件 ， 这 时 ,，z UslHF9 且 UslH 一 9 得 到 矛 下 。 因 
此 G 片 9 1 

定理 12.2.14 设 多 是 T 的 兼 纳 模型 ,UW 是 乡 的 模型， 
人 UK 多 ， 则 人 也 是 T 的 兼 纳 模型 。 

证 明 先 证 Ax 是 了 在 和 (4) 中 的 兼 纳 集 , 由 多 是 T 的 妆 
纳 模型 知 多 睹 Ty ,又 由 2U<1 多 知人 UT,. 因此 Azw 的 任意 有 
限 子 集 都 与 7 和 谐 ， 是 T 的 条 件 。 

设 9 是 绎 (4) 中 任 一 句子 ， 我 们 证 明 

4Azx| 上 9 当 且 仅 当 Az1 上 9 

如 果 AzlH-9, 即 有 pCAhz, zl-w 由 人 UK<1B, 有 AwCAs， 
因此 pCAs, 自然 有 As | 上 9。 反 之 ， 如 果 4s| 上 p, 则 有 9C4a， 
al 上 8。 设 g 中 出 现 的 不 属于 4 的 新 常量 为 ，…，b,EB， 则 
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SF Ag (61，…， 6), 这样 名 FF 了 (zw，zo) 人 Ag(z，…，Zo). 
这 里 Ae 表示 9 中 全 体 句 子 的 合 取 式 . 易 见 入 g 无 量词 。 由 
<: 沼 ， 可 得 FF3z…zrs AgGCz， …，z)， 因 此 有 at，…，a 
E4, 使 人 g(a1，…，a,)。 这 样 glal，…，a,)CCAav， 由 命题 
12.1.2 的 证 明 可 知 有 g(a;，…，a,) | 上 -p， 从 而 得 到 4Az ~ 9 

现在 ， 对 任意 句子 PE 经 (4),， 由 As 是 T 的 兼 纳 集 ， 有 
As 9 式 4sl 上 -一 g 必 有 4x 上- 绒 Az|- 一 2, 因此 Az 也 是 了 的 
兼 纳 集 。 

最 后 对 9 的 复杂 性 归纳 证 明 Azi-2 当 且 仅 当 FF9 当 9p 是 
原子 句 ，9 一 办 人 内 ，9 王 3zy%(z) 时 都 是 显然 的 当 9 一 一 少时 ， 如 
果 4z 站 -一 少 则 Aw1H yy, 由 归纳 假设 ZZ 医 y, 则 入 一 儿 如 果 
4Aw| 一 力 则 必 有 4Azx| 少 由 归纳 假设 有 全 y. 因此 2 颖 一 y 

这 样 2 是 由 Az 生成 的 兼 纳 模型 。 1 

定理 12.2.15. 设 2UCUC*…CU,C…, n<w 是 T 的 
兼 纳 模型 链 ， 即 对 任意 n<w,， 2 是 了 的 兼 纳 模型 ， 则 U 2， 也 
是 了 的 兼 纳 模 型 。 

证 明 令 b= ai., 则 4Aw= UAv, 易 见 Ax 的 任 一 有 限 子 
和 集 是 某 个 UAw 的 有 限 子 集 ,因此 与 和谐， 对 双 (4) 中 任 一 句 
子 p, 9 中 新 常量 只 有 有 限 多 个 , 因此 必 存 在 n<w, 使 是 经 (4,) 
中 一 句子 , 这 样 由 2 是 兼 纳 模型 有 Aa。j- J 或 Az,l 上 -一 y, 于 是 
Axl y 或 4Aw1 上 -一 y. 因此 Azx 是 7 了 在 乡 (4) 中 的 兼 纳 集 . 又 由 定 
理 12. 2. 12 知 兼 纳 模型 的 链 必 是 初等 链 ， 对 任 pE (4)， 存 在 
n<wpE L(A.). | . 
9? 当 且 仅 当 FF9 当 且 仅 当 Azl 片 9 当 且 仅 当 Aad 上 -9 

因此 2 是 Ax 生成 的 兼 纳 模型 。 | 

到 现在 为 止 我 们 并 没有 对 和 谐 理 论 T 附加 任何 条 件 , T 的 兼 
纳 模型 一 般 也 不 是 了 的 模型 . 如 果 我 们 对 了 加 以 适当 限制 , 可 以 
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使 兼 纳 模型 有 更 好 的 性 质 . 

命题 12.2.16 设 TT 是 归纳 理论 ， 即 T 保持 模型 链 的 并 ， 则 
了 的 兼 纳 模型 是 了 的 模型 。 

证 明 了 是 归纳 理论 ， 由 保持 性 定理 知 T 有 开 , 公理 集 ， 设 
UY 是 T 的 一 个 兼 纳 模型 , 要 证 UT， 只 需 对 任何 一 个 IT; 句子 
9， 证 明 如 果 T 上 9 就 有 人? 
令 9 一 Yzize 了 yymgCz， Zr， Y19"…， ym)， 由 无 量词 , 设 
THF9, 但 UM 颖 pg, 则 人 一 p， 于 是 存在 ai，…，a,€4, 使 
人 UF 三 一 3y4…ymy Cal，…，a]， 由 人 是 兼 纳 模型 知 有 条 件 
pCAx, Pi-—3y1 ynp (a, en yn). 

另 一 方面 ， 由 命题 12. 2. 10 人 2 可 以 扩充 为 了 的 模型 ， 即 存 
在 模型 胞 忆 Al.， 写 FT. 这 就 有 写 Fm 由 于 oa，…，aE4CB. 
上 3 …ym% [a1，…，an], 风 无 量词 ， 由 命题 12. 1. 6 知 有 条 


件 9CAz，, 使 gj 厂 3y4*…*yny(a1，…，an，Y1，"…，Ym)， 再 由 人 QC 
多 , AwyCAhs 有 pCAs, 因此 pUgqCAhs 仍 是 T 的 条 件 ,这样 pU 
9| 上 一 3 yn a 1，"…，ym)， 又 有 


户 Uael 上 3 …yny(e，…，av，yi，…，ym)， 而 这 是 不 可 能 的 . 因 
此 我 们 有 Fw， 从 而 AT 1 

进一步 讨论 我 们 还 可 以 看 到 归纳 理论 的 存在 闭 模型 都 是 
了 的 兼 纳 模型 ,这样 对 归纳 理论 了 , 兼 纳 模型 与 存在 闭 模 型 是 一 致 
的 ,- 

最 后 我 们 用 有 限 力 据 方法 来 证 明 省 略 型 定理 的 一 种 形式 。 

定理 12.2.17 设 3(z) 是 可 数 语言 乡 的 存在 公式 集 , 了 是 
红 的 一 个 归纳 理论 , C 是 可 数 无 限 新 常量 集 , 对 了 在 缘 (C) 中 的 
每 个 条 件 p， 每 个 cEC， 如 果 都 有 存在 公式 o(zx)E 3(z)， 使 
TUzpUtcGz)} 和谐, 则 必 有 模型 和 FT ,4 的 论 域 中 任意 一 个 元 
素 aE4， 都 有 c(z)ES(Cz) 使 Fo[a]. 

证 明 ” 先 证 明 对 任何 条 件 ,任何 存在 公式 oCz), 任 何 cEC， 
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如 果 TUpU {olc)} 和谐 ， 则 存在 条 件 9 二 记 gi 片 ole). 

由 TUpU {ale)} 和谐， 知 有 纪 (C) 的 模型 ET, Up， 
Fo(c). 由 命 12.1.6 存在 rCAz 使 ri-olo), 但 pUrCAw 仍 
是 了 的 条 件 . 令 g=pUr， 有 agp, qd 1 上 oC). 

现在 列 出 C 的 全 体 常 量 cy， cz，…，c，…，m<w. 列 出 作 (C) 
的 全 体 句 子 : 

PR» A py A, 

构造 了 在 弓 (C) 中 的 条 件 的 递增 序列 

P=po Cpc Cp CC, n<w. 

使 对 每 个 mn<w，z+-9 或 如 + 一 和 ， 并 且 存在 
oT)E BT), purill-oale,). 

设 如 已 构造 好 ,这 时 由 题 设 有 cz)Ezz)， 使 
TU Uitc(Gc,)} 和 谐 . 这 样 就 有 条 件 9，9 忆 包 ，91o(c,)， 如 果 
ql 上 -一 %， 就 令 pr+1 王 9， 如 果 gl 坟 一 p，、 则 存在 rq, rip， 就 
令 pn+1==7. 这样 pr lole,), 且 Pat1 19 或 pnti | 上 一 9. 

令 G=Up,， 易 见 G 是 7 了 在 红 (C〉 中 的 兼 纳 集 ， 由 G 生成 
T 的 兼 纳 模型 2 ， 由 命题 12. 2.16, UT， 对 每 个 a€ 4,， a 是 
某 c.EC 的 解释 ， 这 时 有 cCz)ES(Cz)， 使 ps IFoGc)， 因 此 
GIF olc,)， 从 而 UF 上 Ealc,)、 即 FoCo). 1 

与 原来 的 省 略 型 定理 一 样 ， 可 以 把 上 述 定理 推广 到 可 数 无 限 
多 个 存在 公式 的 集合 ， 我 们 把 它 留 给 读者 去 证 明 。 


练习 


12.2.1 设 纹 是 了 的 存在 完备 模型 , 2 又 是 了 的 模型 , 则 
称 和 是 T 的 存在 闭 模型 , 设 T 是 归纳 理论 , 则 T 的 每 个 兼 纳 模 
型 都 是 了 的 存在 闭 模型 。 
12.2.2 如果 已 知 归 纳 理论 T 的 存在 闭 模型 都 互相 初等 等 
价 ， 证 明了 的 存在 闭 模型 都 是 T 的 兼 纳 模型 。 
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12.2.3 设 纹 是 T 的 兼 纳 模型 ,名 < 人 UY, 证 明 多 也 是 了 的 
兼 纳 模型 。 

12.2.4 设 马 (z), 丈 (z),… 是 可 数 语言 乡 的 可 数 多 个 存在 
公式 的 集合 , T 是 乡 的 归纳 理论 , C 是 可 数 无 限 新 常量 集 ， 对 全 
在 经 (C) 中 的 每 个 条 件 p, 每 个 cE€C, 每 个 mw, 都 有 co(Cz)E 
石 (z). 使 TUpUtole)) 和 谐 , 则 存在 一 个 模型 &FFT,， 对 每 个 
a€ AhA， 每 个 m<w， 都 有 ol(x)E 3,(z)， 使 avFoCa]， 


$12.3 无 限 力 迫 法 


语言 乡 的 一 个 模型 类 3 称 为 归纳 类 ， 如 果 中 模型 构成 的 
模型 链 的 并 仍 是 互 中 一 个 模型 。 设 王 是 给 定语 言 纪 的 模型 的 归 
纳 类 ,我 们 在 三 中 定义 模型 和 句子 的 无 限 力 迫 关系 。 设 是 中 
一 个 模型 ，? 是 乡 (4〉 中 一 个 句子 ， 这 里 4 是 模型 2 的 论 域 ， 
多 (4) 是 纪 的 膨胀 语言 ,递归 地 定义 和 色 无 限 力 迫 w, 记 作 人 | 全 mr。 

(i) 如 果 9 是 原子 句 ， 则 UI 睹 p 当 上 且 仅 当 ls 片 Wr 

(让 如 果 g== 办 Vy 如 , 则 人 jg 当 上 且 仅 当 Ui 上 Ey 或 UIE 

(iii) 如 果 g=3zy(z), 则 人 UIEEp 当 且 仅 当 存在 某 元 素 a€ 4， 
使 2 jy(a); 

《Civ) 如 果 呈 一 则 人 -yp 当 且 仅 当 互 中 不 存在 的 扩充 
模型 ,使 Z| 瞩 y. 

由 这 个 定义 ， 对 任意 一 个 模型 ZE 了 3， 任 意 句子 PES2(4)， 
都 不 能 lq 和 人 I 一 gp 同 时 成 立 。 如 果 ”= Yzy(Cz)， 我 们 由 
VYzy(z) 王 一 3z 一 %(z) 可 知 , 《IFP 当 上 且 仅 当 对 任意 acE4，, 存在 

模型 UEZ, 使 UMUC, Uy(a). 

命题 12.3.1 设 2U, UE2, 9EIY(41), UCAU,, 如 果 
ilEp, 则 Zl 
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证 明 对 句子 9 的 复杂 性 归纳 容易 证 明 。 上 1 

设 UY 是 归纳 类 三 中 一 个 模型 ，2 称 为 是 王 的 无 限 兼 纳 模 
型 ， 如 果 对 丝 (A〉 中 任意 句子 9 都 有 人 UI 上 9 或 Ui 上 EF 一 9 

命题 12. 3.2 ”归纳 类 三 中 每 个 模型 都 可 以 扩充 成 为 三 的 无 
限 兼 纳 模型 。 

证 明 设 和 EZ， 列 出 和 (4) 中 全 部 句子 ， 

RP Pr, pp "1 Pa 

其 中 a= 丝 (4)， 我 们 构造 中 模型 的 一 个 链 : 

U=U CU CUE Ba. 

对 任意 后 继 序 数 8 十 1， 如 果 2oj 厂 gy 或 2pl 上 厂 一 pp， 则 今 
SBlprt 一 lp， 如 果 Upl 括 一 qs， 则 可 以 取 到 一 个 模型 Uh' EZ, 使 
BC | 由, 令 名 ph 一色 ,如果 7Y(Y<a) 是 极限 序数 ， 
则 令 Uy= U2 

令 2 二 2s, 由 是 归纳 类 知 2'EZ, 由 命题 12. 3. 1 知 
对 乡 (4) 中 任意 句子 pr, Qi IF9 或 Qi Il 一 % 重复 这 一 构造 
可 以 得 到 一 个 链 : 

=AlCULCALeC…CHlrC…，n<ow 

使 对 任意 zx<w，2B"EY， 对 任意 PE 纪 (4.)，2lrtiIHF? 或 
ri 一 p, 现 在 令 Cl 一 蝇 ap, 则 GE,Ba6Ca0 对 弘 (47) 
中 任意 句子 pg, 由 于 9 中 新 常量 最 多 有 限 多 个 ,因此 存在 n<w, 使 
9EY(A")， 这 样 Zi IFF9 或 al | 上 一 p， 因 此 有 2*I 瞩 g 吉 
4 上 一 ?， 于 是 儿 " 是 的 无 限 兼 纳 模型 。 1 

定理 12.3.3 人 是 归纳 类 互 中 无 限 兼 纳 模型 当 且 仅 当 对 
红 (4) 中 任意 句子 PP， 上 9 当 且 仅 当 和 上 9 

证 明 设 UMEZ, 对 绽 (4) 中 任意 句子 p 都 有 上当 且 
仅 当 GkIF8， 则 对 乡 (4) 中 任意 句子 P， 必 有 人 氏 全 9 或 和 上 一 9 
成 立 ， 因 此 人 是 无 限 兼 纳 模型 。 
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现在 设 2EE, 2U 是 的 无 限 兼 续 模 型 , 对 9 的 复杂 性 归纳 
证 明 ， vsFz98 当 且 仅 当 IEY。 对 9 是 原子 句子 ，9 一 办 V 内 ， 
Y=-3xz%y(z) 的 情形 容易 证 明 ， 现 在 设 8= 一 %， 如 果 ls 上 7， 则 
Ui 蕊 J 由 归纳 假设 Zl 活 y， 由 2U 是 无 限 兼 纳 模型 知 必 有 
Ul 一 y 即 QEp。 如 果 ls 医 8， 则 4 片 y， 由 归纳 假设 
UIEy， 因 此 Ul 括 一 y 即 1l 鼎 p。 完 成 归纳 。 1 

由 定理 12. 3. 3 无 限 兼 纳 模型 满足 一 个 句子 和 力 迫 一 个 句子 
是 一 致 的 ， 这 和 有 限 力 迫 的 情形 完全 相同 ， 因 此 我 们 有 类 似 的 性 
质 。 

命题 12.3.4 设 2U, 多 EE 都 是 的 无 限 兼 纳 模型 如果 
UCR, 则 UK 久 . 

证 明 设 wzi，…，z) 是 纪 的 一 个 公式 ，a，…，awE4， 
如 果 AFyp [Ca …， a 则 入 | 上 Ka，…， a,), 由 命题 12. 3.1 
多 |I 片 Ka ,va )， 由 急 也 是 无 限 兼 纳 模型 ， 多 FFYCe ao， 
因此 入 << 马 . 1 

设 卫 是 一 个 模型 类 , BE, 称 和 为 三 的 存在 完备 模型 , 如 
果 对 双 (4) 中 任意 存在 句子 gp， 对 和 在 三 中 任意 一 个 扩充 模型 
多 ,如果 多 覆 9 则 U4 睹 

命题 12.3.5 设 卫 是 一 个 归纳 类 , 则 中 每 个 无 限 兼 纳 模型 
都 是 三 存在 完备 模型 。 

证 明 设 人 UEE, 2 是 无 限 兼 纳 模型 , 设 PE 经 (4) 是 存在 
名, 多 EZ, UC 多, 设 久 4 厂 p， 由 命题 12.3.2 儿 可 以 扩充 为 
的 无 限 兼 纳 模型 多， 由 p 是 存在 句 在 扩充 模型 下 保持 多 gp， 由 
UC%C%B 且 人 U， 都 是 无 限 兼 纳 模型 ,由 命题 12. 3. 4， 
UK ,从 而 U4 上 9 1 

以 G 记 归 纳 类 互 中 全 体 无 限 兼 纳 模型 构成 的 模型 类 。 

命题 12. 3.6 的 无 限 兼 纳 模型 类 G 也 是 一 个 归纳 类 。 

证 明 Bo，B<a, 是 的 无 限 兼 纳 模型 链 , 令 2 = 2p， 
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由 对 是 归纳 类 知 QUE3。 设 ? 是 纪 (4) 中 任 一 句子 , 由 ?中 常量 
最 多 有 限 知 存在 8<a, 使 PE 纪 (4e)， 由 xs 是 无 限 兼 纳 模型 知 
lp 上 9 或 asIF 一 有 一 个 成 立 ， 由 于 UpCUL， 则 U1 奢 gq 或 
5|I 匡 一" 必 有 一 个 成 立 ， 这 样 和 也 是 三 的 无 限 兼 纳 模型 1 

定理 12.3.7 设 王 是 一 个 归纳 类 , 则 互 的 无 限 兼 纳 模型 类 C 
恰 是 三 的 唯一 的 满足 下 列 条 件 一 个 子 类 五 : 

(1) 中 每 个 模型 都 可 以 扩充 成 为 五 中 某 个 模型 

(2) 五 中 任意 两 个 模型 2U， 多, 若 UC 多 则 UK 名 ; 

(3) 五 包含 了 中 任意 满足 (1)，(2) 的 子 类 。 

证 明 ”由 命题 12. 3.2 及 12.3.4 知 G 满足 条 件 (1), (2)。 现 
在 证 明 G 满足 (3), 设 J 了 是 的 一 个 子 类 , 满足 (1)、(2), 要 证 
明 JCG。 任 取 人 UEJ， 我 们 证 明 人 是 的 无 限 兼 纳 模型 ， 对 
纪 (4) 的 句子 9? 的 复杂 度 归纳 证 明 BlFFY 当 且 仅 当 入 I 旦 Pr。 对 9 
是 原子 句 ，9 一 办 人 加 ，9 一 %V 几 ，9 一 3xzy(z) 的 情形 都 容易 归纳 
证 明 , 现在 设 9= 一 J。 如 果 人 I 睹 一 y， 则 1 上 活 y， 由 归纳 假设 有 
和 了 基 办 则 多 片 一 % 反之 如 果 红 | 全 一 和 则 存在 ESY， 使 
UCU' ,ly 由 命题 12. 3. 2 存在 王 的 无 限 兼 纳 模型 史 ,EC， 
使 UW'C 多 ，,， 由 命题 12. 3. 2 有 视 ,IFFY%， 因 此 有 %Fy, 由 了 了 满 
足 性 质 〈1)， 存 在 模型 ,EJ, 使 多 ,CU,， 重复 这 一 过 程 可 得 
到 的 模型 链 

UU=U CBCU,CHBC CU,CH,C, n<w, 对 任意 
n<w, BEG, UES, BFY, 人 SU= UU 则 Uo= UD,. 
由 于 G 与 J 都 满足 性 质 (2), 因此 模型 链 和, n<w 及 儿 ,, n<<w 
都 是 初等 链 ， 从 而 2U. 瞩 Jy 由 人 UYU=U1<U。， 有 全 y。 这样 由 
| 全 一 % 得 到 多 上 即 由 人 UY 碑 一 y 必 有 人 2 | 片 一 少 完成 归纳 。 
因此 是 无 限 兼 纳 模型 ， UEG， 即 得 到 JCG。 因 此 G 满足 
(3)， 上 

定理 12. 3.7 说 明 归 纳 类 的 无 限 兼 纳 模型 子 类 G 可 由 性 质 
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(1)、(2)、(3) 完全 确定 ， 这 样 无 限 兼 纳 模 型 可 以 由 纯粹 模型 论 
的 性 质 (1)、(2)、(3) 定义 而 不 必 由 无 限 力 迫 定义 得 到 。 如 果 三 
是 某 个 归纳 理论 7 的 模型 类 , 则 的 无 限 兼 纳 模型 类 还 有 如 下 性 
质 : 

命题 12.3.8 设 人 是 纪 的 归纳 理论 ,23 一斑 是 了 的 模型 组 
成 的 模型 类 , 如 果 , 呆 E 了 , UX 多 ,多 是 的 无 限 兼 纳 模型 ， 
则 2 也 是 王 的 无 限 兼 纳 模型 。 

证 明 对 纪 (4) 中 句子 9 的 复杂 性 证 明 UF 三 gp 当 且 仅 当 
《IFy. 只 需 证 明 p= 一 y 的 情况 , 设 UI 一 y, 则 和 | 葬 %, 由 归 
纳 假设 2 全 %， 因 此 ov 片 一 %。 反 之 如 果 和 | 芋 一 则 存在 模型 
WEE, 使 WC%，% Ip， 我 们 证 明 必 存 在 模型 BE， 使 
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令 到 =2(4)UBNUCNM,， 我 们 证 明 TUAzU As 和谐， 任 取 
4s 中 有 限 子 集 9，… ,gq， 设 其 中 新 常量 都 在 a1，…，, a,€ 4, bi， 
…， 加 EBNM 中 ， 则 
BF Ga ab bn) A A Glars ans bi ,bn), 

因此 B37 [Ga a Ti Tn) NN Gla, 
a Tl， ，Xm)]。 由 人 UK 多 ， 有 

UFIzzrn (DN Ag), 

由 于 gp ,… ,8 中 无 量词 ,因此 3zi…zn(mA… 人 8) 是 2(4) 
的 存在 句 ， 在 扩充 模型 下 保持 ， 这 样 

A zw( 几 和信 … 和 人 和 了) 。 

由 SFT, 多 FAr 知 TUAzUAs 有 限 和 谐 ,由 紧 致 性 定理 知 
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TUAzUAs 有 模型 2 ， 设 其 在 双 (4) 中 的 归 约 为 多 , 则 夕 满 
足 要 求 。 由 命题 12. 3.1 多 | 上 %, 由 于 多 是 无 限 兼 纳 模型 , 易 见 
必须 有 家 I 瞩 y, 而 不 能 多 | 上 一 yp, 否则 多 | 片 一 % 导 致 耶 盾 . 再 由 
于 多 是 无 限 兼 纳 模型 必用 =y, 而 由 人 < 多 可 得 到 人 UF 于 y, 完 
成 归纳 .因此 和 也 是 互 的 无 限 兼 纳 模型 。 | 

命题 12. 3. 8 中 互 如 不 是 归纳 理论 T 的 模型 类 则 结论 可 能 不 
成 立 . 因为 证 明 中 所 用 的 模型 多 不 一 定 还 属于 了 当 王 是 某 归纳 
理论 了 的 模型 类 马 : 时 ,用 命题 12. 3. 8 的 结论 可 代替 定理 12. 3.7 
中 第 三 个 条 件 ， 

”定理 12.3.9 设 王 是 某 归纳 理论 T 的 模型 类 ， 则 了 的 无 限 
兼 纳 模型 子 类 G 是 满足 下 列 性 质 的 唯一 的 子 类 他: 

(1) 三 的 每 个 模型 都 可 以 扩充 为 H 的 某 个 模型 ; 

(2) 五 的 任意 两 个 模型 2， 多, 车 UC 多 则 UK 名 ; 

(3) 设 UEEZ, 多 EH, 如 果 人 UK 多 则 UEH. 

证 明 因为 五 满足 (1)，(2),， 由 定理 12.3.7 知 及 CG. 我 
们 还 要 证 明 GCH, 设 UEG, 由 (1) 知 存在 多 1E 昌 ,使 ZCGB， 
也 存在 QU,EG， 使 多 ,C2U,， 重 复 这 一 过 程 得 到 链 : 

UU=UCB CUCHBC CU,CHBC, nw. 对 任意 
n<w, UEG, BEH, 令 U.=UU,, 则 WU.= UD,, 由 G 
和 瓦 满足 (2)〉 知人 2U,，n<w， 多 ,， nw， 都 是 初等 链 ， 因 此 有 
UKU。, 久 <U。,, 由 UCB 易 见 必 有 人 UK 儿 1 ( 见 命题 3.2.8 
( 痢 ))， 再 由 多 .EH 满足 (3), 从 而 WEH. 上 |， 

设 T 是 红 的 一 个 和 谐 理论 ,Ty = {gE I : 7T 瞩 9} 是 T 的 全 
称 推 论 。 令 3= 3,， 即 卫 是 Tv 的 模型 类 , 也 是 了 的 模型 的 子 模 
型 的 类 ( 见 命题 4. 3.4), 易 见于 是 归纳 类 , 王 满 足 12. 3.7,12. 3. 9. 
本 节余 下 的 部 分 总 假定 3= 37,. 

像 有 限 力 迫 一 样 ， 我 们 也 可 以 考虑 弱 力 迫 . 设 UE 3， 
PEY(A), 定义 QU 弱 无 限 力 人 迫 p, 记 作 Ul 上 "9, 当 和 且 仅 当 

246 


人 UIE 一 一 9, 于 是 我 们 也 有 与 有 限 弱 力 扎 类 似 的 性 质 。 

命题 12. 3. 10 

中 车 UY, BE3, UCHB, PpEL(AN), UF y, 则 BIE "9; 

Gi) UIEF* 一 p 当 且 仅 当 UI 上 EE 一 8; 

(iii) UI"Yzgz》〉 当 且 仅 当 对 任意 a€ Ah, 人 ZI"* 9la). 

证 明 留 作 练 习 . 

命题 12. 3. 11 

(i) 车 人 U 是 的 无 限 兼 纳 模型 如果 UI"p 则 UI 上 9; 

(ii) 车 ES, 对 任意 YE 双 (4)， 人 UI"g 当 且 仅 当 人 UF 于 9， 
则 2 是 的 无 限 兼 纳 模型 。 

证 明 (i) 设 和 是 无 限 兼 纳 模型 , U1 上 "9， 即 acIF--9 
则 和 | 基 一 p， 因 此 和 | 多 

(ii) 对 到 (4) 的 句子 的 复杂 性 归纳 证 明 : Ug 当 上 且 仅 当 
Im。 对 原子 句 ，g 一 办 入 内，9 一 加 V 央 ，9 一 3zy(z) 易 证 . 设 
9 一 一 %， 如 果 Fw， 由 题 设 知 和 ji" 一 %， 由 命题 12. 3. 10 (ii 
人 UI 上 厂 一 y。 如果 2 颖 一 y， 则 UF 赦 y， 由 归纳 假设 ly 因此 
Up | 

设 了 是 终 的 一 个 和 谐 理 论 ，3= 丈 ,， 令 大 一 (9E2， 
UI 三 "yp, WUE), 即 7T" 是 乡 中 被 的 每 个 模型 无 限 弱 力 迫 的 
句子 的 集合 ， 称 7 是 理论 T 的 无 限 力 迫 伴随 理论 。 

命题 12.3.12 (i) 设 人 UE5, 2U 是 无 限 兼 纳 模型 ， 则 
UT. 

(i) 设 gE 绽 , 对 的 任意 无 限 兼 纳 模型 2 ,AlF9, 则 PET7. 

证 明 (i) 设 人 是 的 无 限 兼 纳 模型 , pET ,由 T" 的 定 
义 ，2U IE p， 由 命题 12. 3. 11 (i) ，QlFFY， 因 此 BlFETA. 

(ii) 设 gET", 则 存在 模型 ZW Ez, U1 活 * gp, 则 必 存 在 模型 
多 E23, 便 UC 久 ,多 I 一 p, 这 样 必 有 无 限 兼 纳 模型 了 名 ， 
使 Zl 一 p,， 从 而 上 一 pp ”1 
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由 命题 12. 3.12 可 知 T7 也 可 以 这 样 定 义 : T=ThG， 即 
T={(p: [Fo， LEG}， 这 就 是 说 了 的 无 限 力 迫 伴随 理论 7” 
是 瑟 的 无 限 兼 纳 模 型 类 决定 的 理论 。 

命题 12.3.13 设 了 是 纪 的 一 个 和 谐 理论 ， 则 

() Tr=(Ty )"; 

(i) (TDY =Tv ， 

Gi) T=T, 

《iv)《TDY = 《Tz)y 当 且 仅 当 Tf=T5, 这 里 T,、 T, 是 乡 的 
二 个 理论 . 

证 明 Gi) 由 T 和 TV 决定 的 模型 类 完全 相同 可 知 T 和 TY 
有 相同 的 无 限 兼 纳 模型 类 ， 因 此 有 相同 的 无 限 力 迫 伴随 理论 。 

(ii) 设 pEL(TI), 即 9 是 乡 中 一 个 全 称 句 ,如 果 9ET， 
则 对 任意 QUEE 有 人 Zp, 当然 对 任意 UEG 也 有 FF 由 命 
题 12. 3. 12 (ii), gET"。 由 于 9E HT1， 当然 也 有 9E (Ty. 这 
样 Ty COTY 。 设 YETy ， 则 存在 EDE， 使 Zr 全 一 p， 我 们 有 
贸 EG, UC 多， 由 一 9E 马 可 知 一 ?在 扩充 模型 下 保持 ， 因 此 有 
多 碑 一 pp, 即 一 gp& (Ty ， 从 而 (T7)v CTy 。 合 此 两 者 可 得 Tv = 
CT“)y . ， 

(iii)、(iv) 可 由 G)、(Gii) 得 到 ， 证 明 留 作 练习 。 上 

命题 12. 3. 14 7T" 是 完备 理论 当 且 仅 当 T 有 同时 媒人 性 质 ， 
即 了 的 任意 两 个 模型 能 同时 嵌入 了 的 另 一 个 模型 中 。 

证 明 ” 设 理论 7 有 同时 嵌入 性 质 , 证 明 7" 是 完备 理论 . 设 9 
是 绎 中 任 一 句子 ,9 从 7"， 即 存在 王 的 一 个 无 限 兼 纳 模型 2，, 使 
人 U 医 9 则 人 UF 一 p, 从 而 2U IF 一 设 多 是 中 任意 无 限 兼 
纳 模型 ， 我 们 断定 必 有 多 I 上 一 p， 否 则 如 果 多 片 pg， 由 于 
人 U、 留 E53,U\ 贸 痢 可 以 扩充 为 7 的 模型 ,因而 可 以 同时 修 入 工 
的 另 一 个 模型 名， 当然 也 用 E32, 由 UC. 可 得 多 | 一 9 
由 绍 C% 可 得 多 IF-w, 矛盾 。 这 样 由 命题 12. 3. 12 (ii) 一 PET2. 
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因此 T 是 纪 的 完备 理论 。 

反 过 来 设 T7 是 完备 理论 。 设 9 、:SBHT, 则 人 U, 多 E53, 由 
命题 12. 3. 2,BL、 急 可 以 分 别 扩充 为 互 的 无 限 兼 纳 模型 Zi, 儿 ,， 
使 WUrCAal， 表 CC 用 由 命题 12. 3.12 (i) Qi ， 瑟 FT ， 由 T7 
是 完备 理论 知 =%,, 由 命题 4. 3.6 知 存在 纪 的 模型 安 ， 使 
al 区 甸 ,多 多 5 儿 因此 儿 片 T5. 由 命题 12.3.13 (ii) 
(Ty =Ty， 因 此 多 E35, 多 可 以 扩充 为 的 模型 多 ， 这 样 由 
U 它 9，g 记 9, 7T 有 同时 候 入 性 质 。 上 


练习 


12. 3.1 证 明 命题 12. 3. 1. 
12. 3.2 证 明 命题 12. 3. 10. 

“12.3.3 设 T 是 乡 的 一 个 和 谐 理论 ， 3=37,， 证 明 对 中 
任意 模型 Zi 都 存在 的 无 限 兼 纳 模型 多 ,使 UC 儿 ， 上 且 
[al<IlBI< |4I+ ll. 

12. 3.4 证 明 命题 12. 3. 13 中 的 Gii)，(iv). 
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第 十 三 章 ” 纤 .逻辑 模型 论 


这 一 章 我 们 介绍 无 穷 长 逻辑 模型 论 的 一 些 基本 概念 。 

设 a, 8 是 无 限 基数 , 无 穷 长 语言 纪 。 中 非 逻辑 符号 和 逻辑 符 
号 都 与 一 阶 语言 中 的 符号 一 样 , 但 乡 w 中 有 势 为 8 的 个 体 变 元 
集 : zi，z，z，…，zt，…，6< 8，2op 的 公式 定义 如 下 : 

(1) 一 阶 语言 双 的 公式 是 双 .e 的 公式 

(2) 是 we 的 公式 集 ，| 划 | 一 时，( 人 AS)，(Vg) 也 是 Se 
的 公式 

(3) 98 是 红 w 的 公式 ,ze : 6<7Y<8 是 红 w 中 一 族 个 体 变 元 , 则 
(zze…92) 和 《〈Yz…ze…J 也 是 双 wp 的 公式 。 

从 么 we 的 公式 的 定义 可 以 看 出 乡 ws 中 人 允许 有 无 穷 长 的 公式 ， 
有 无 穷 多 个 量词 , 这 就 是 称 红 。 为 无 穷 长 逻辑 的 原因 . 实际 上 5。p 
中 的 公式 的 长 度 最 长 不 超过 c， 量 词 的 长 度 最 长 不 超过 8， 取 “一 
P==w 时 ， 绽 就 是 有 限 长 的 一 阶 语言 红 ， 取 一 w，p8 一 w 时 S。。 
语言 中 公式 的 长 最 多 可 数 ， 量 词 长 至 多 有 限 ， 这 就 是 我 们 本 章 要 
介绍 的 语言 。 

红 op 的 句子 是 弥 oe 的 不 含 自由 变 元 的 公式 , 双 w。 的 模型 是 纪 的 
模型 ， 纪 .的 公式 在 模型 中 的 指派 o 下 的 取 值 定义 为 : 

(1) 9 是 纪 中 公式 ， 则 9 的 取 值 与 双 中 取 值 一 样 ; 

(2) B 是 红 ,s 的 公式 集 , |B| 二 a, (人 B) 在 和 中 指派 v 下 的 
取 值 为 1 即 BFF.AB 当 且 仅 当 对 任意 PEGSB，F.9 而 
FF,Vg8 当 且 仅 当 存在 一 个 公式 gE @， 人 UF 瞩 ,9; 

(3) 9 是 wp 的 公式 ，zre，6<yY<p8 是 一 族 个 体 变 元 ， 
ax 上 FF,3zi…ze… 引 上 且 仅 当 存在 aeE4，6<Y， 使 
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Easy ee FF.Yz…ze…9 当 且 仅 当 对 任意 aeE4， 
SAA 

事实 上 红 we 的 这 个 基本 语义 定义 与 乡 中 公式 的 取 值 是 完全 
一 致 的 ， 由 丝 g 的 公式 和 基本 语义 定义 ,一 阶 语言 乡 的 公式 是 
红 op 的 公式 , 一 阶 语言 经 的 模型 是 乡 .的 模型 ， 乡 的 恒 真 式 9 是 
经 wo 的 恒 真 式 , 这 样 忌 . 是 红 的 一 个 推广 ， 由 抽象 模型 论 的 
Lindstr6m 定理 可 知 : 一 阶 逻辑 乡 的 推广 2' 如 果 也 有 紧 致 性 定 
理 与 L 一 S 一 T 定理 成 立 , 则 到 必 与 双 等 价 , 即 弘 与 乡 没 有 实 
质 性 的 区 别 。 而 丝 s 中 紧 致 性 定理 不 再 成 立 . 因此 丝 w 是 一 阶 语言 
弓 的 真 的 推广 . 

例 1 令 绢 = {co，c1，c:，"…，c。}， 每 个 c 都 是 常量 符号 ， 
令 2= {Vz(V z=c,), Coc,, ca, …} 则 三 是 乡 。。 的 句子 集 ， 
对 三 中 任意 有 限 句子 集 马 , 都 存在 n<w, 使 史 C{Yz(V z=c,)， 
Co 闫 co。，*…，co 关 c,}. 令 人 U= 《A ao, al，…，a，a+l)， 其 中 
4= {ao，ai，…，as+l} 是 十 2 元 集合 ， 以 au 作 常 量 符号 c; 的 解 
释 , 以 as+i 作 常量 c。 的 解释 , 则 Bl 上 FF 马 . 这样 句 子 集 呈 是 有 限 可 
满足 的 ,但 不 难看 出 ， 任 意 模型 都 不 满足 2， 因 为 无 论 把 c 解释 
成 的 什么 元 素 ， 如 cw 闫 c。，co 关 c1，… 都 被 满足 、 则 Vz V z= 
就 不 能 被 满足 。 ， 

例 1 说 明 红 。. 不 满足 紧 致 性 定理 ， 当 然 和 也 都 不 满足 紧 致 
性 定理 . 如 果 在 例 1 中 含 = {Vz VY ze} ， 则 闷 的 每 个 模型 都 
是 可 数 模型 ，3, 可 以 有 可 数 无 限 模 型 , 但 不 能 有 不 可 数 模型 .这 
说 明 人 ,不 满足 升 L 一 S$ 一 T 定理 .但 可 以 证 明 对 .的 任意 可 
数 句子 集 , 如 果 有 模型 时 , 一 定 有 可 数 模 型 , 也 就 是 说 降 L 一 S 一 T 
定理 仍然 是 成 立 的 。 

本 书 将 只 对 可 数 语言 乡 来 介绍 无 穷 长 逻辑 乡 .的 一 些 基 本 
的 模型 论 概念 。 
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813.1 红 。w 逻 辑 的 完全 性 


在 给 出 乡 .语言 的 公理 之 前 ， 我 们 先 约定 一 个 技术 性 记号 。 

对 红 .- 中 的 任何 一 个 公式 "， 定 义 红 。.- 的 一 个 公式 9" 如下: 

(1) 如 果 ?是 原子 公式 ，g9 = 一 9; 

(2) 如 果 9 一 一 和 则 9 = 

《3) 如 果 甸 是 丝 .,。 的 可 数 公 式 集 ， = A 则 9* = YY 
Vy p= My; 

(4) p=Yzry, 则 9' =3zr—y; p=3ry, 则 9* =Yr—y. 

注意 9' 不 是 形式 意义 上 的 9p， 实际 上 9 是 一 ?的 一 个 逻辑 
变换 式 ， 现 在 我 们 给 出 乡 .的 公理 。 

(1) 设 人 人 双 z 是 和 .的 任意 公式 , 下 列 形 式 的 公式 都 是 纪 。。 
的 命题 公理 。 


Azl 
4Zz2 
Azx3 
(2) 


量词 公理 。 


4z4 
L4z5 
(3) 


LA 

(gryrn pr rprr 

(hh 

设 g 是 丝 ,。 的 任意 公式 , 下 列 形式 的 公式 都 是 人 ,的 


VYz(9-%) 一 (9 >VYz%)，z 不 在 ?中 自由 出 现 
Yrp>Yzx/t)， 项 t 在 p 中 相对 xz 自由 
设 p 是 红 。。 的 任意 公式 ,是 红 。 的 任意 可 数 公式 集 ， 


下 列 形式 的 公式 都 是 .的 公理 。 


4z6 
Az7 


po9" 
NB—9p, pED 


(4) 经 .的 关于 等 词 的 公理 


4z8 
4z9 
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tt、t 是 乡 的 任意 一 个 项 
1 三 tt 三 1，t1，ts 是 任意 二 个 项 


4zrl10 (二 xz) 人 9 (zr)>9 (t),t 相对 于 在 ?中 自由 

可 以 看 出 一 阶 形式 语言 乡 的 所 有 公理 都 是 乡 。,。 的 公理 . 
红 。- 中 实际 只 增加 了 一 组 公理 (3) ,命题 公理 和 量词 公理 和 等 词 公 
理 都 对 纪 .,. 公 式 增加 了 相应 的 形式 。 

红 。。 的 推演 法 则 ; 

(1) 分 离 法 则 由 P、9-Y 得 全 

(2) 推广 法 则 由 9 得 Yzp; 

(3) 归纳 法 则 由 p>y, 对 一 切 y, JyEGB, 得 p> 人 .其 中 
是 纺 ,。 的 可 数 的 公式 集合 . 

纪 。。 的 推演 法 则 比 乡 增加 一 条 归纳 法 则 (3), 这 是 一 条 无 穷 
长 的 推演 法 则 ， 即 由 无 穷 多 条 前 提 能 得 出 结论 来 ， 由 于 紧 致 性 定 
理 在 丝 .,。 中 不 成 立 ， 去掉 这 一 条 无 穷 长 的 推演 法 则 ， 红 .就 不 会 
是 完全 的 ， 直觉 地 说 ,没有 紧 致 性 定理 ， 从 有 限 推演 是 不 可 能 过 
渡 到 无 穷 长 的 公式 的 . 这 样 乡 . 。 的 形式 推演 必须 是 允许 无 限 长 的 
证 明 的 . 

红 .。 的 从 公理 出 发 到 公式 9 的 一 个 证 明 是 指 和 .的 可 数 多 个 
公式 组 成 的 一 个 序列 

Ws A Rp 

其 中 每 个 8 或 是 双 。。 的 一 条 公理 , 或 是 由 其 前 面 的 公式 经 推 
演 法 则 得 到 ， 如 果 有 从 公理 出 发 到 ?的 一 个 证 明 ， 就 称 是 红 。。 
的 一 个 形式 定理 或 简称 定理 ， 记 作 上 - pg。 不 引起 歧义 时 也 简 记 作 
上 9. 从 经。 的 公式 集 T 出 发 的 推演 也 类 似 定 义 , 设 p 是 一 阶 逻辑 
句子 , 片 p 则 必 有 ,上 9。 

读者 容易 验证 ， 红 ,的 可 靠 性 定理 是 成 立 的 。 

定理 13.1.1 可 靠 性 定理 ) 设 T 上 -9,2UEFT, 则 Up 

与 一 阶 语言 乡 中 一 样 , 对 一 个 公式 p, alF9 是 指 对 的 任 
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何 一 个 指派 下 9 都 取 真 值 ,限制 到 某 个 指派 c 时 , 可 靠 性 就 不 一 定 
成 立 了 。 

下 面 我 们 着 手 证 明 完 全 性 定理 , 我 们 知道 只 要 证 明 乡 ,。 的 和 
谐 公 式 集 都 是 可 满足 的 ， 有 模型 就 可 以 。 我 们 仍 用 一 阶 逻辑 中 的 
常量 方法 来 构造 模型 ， 我 们 先 给 出 几 个 有 关 的 概念 。 

9 是 红 。- 的 一 个 公式 ,9 的 子 公式 的 集合 sub(P) 定 义 如 下 : 

(1) 若 p 是 原子 公式 ,sub(9) = 人 9); 

(2) sub(—y)=sub(f)U (一 分 

(3) sub(Yzy)=sub(f)U {Yry}; 

(4) sub( A®)= Usub(y) U{Ag®). 


对 g=3zy，q 一 VF 等 类 似 定义 。 
设 双 是 可 数 语言 ，C 是 可 数 无 限 新 常量 集 , 令 == 作 UUC. 
令 己 是 纪 '。。 中 可 数 句子 集合 所 组 成 的 集合 ， 如 果 P 适合 下 列 条 
件 ， 就 称 为 22'。 .的 和 谐 性 质 集 : 对 任意 一 个 可 数 集 pEP: 
(C1) 对 51。 中 任意 句子 p，p& pp 或 p&p; 
(C2) 如 果 一 pEp， 则 pU lg'}EP; 
(C3) 如 果 ABEp， 是 可 数 句 子 集 ， 则 对 每 个 yEG， 
pU{y}EP; 
(C4) 如 果 VBEzp,， 瑟 是 可 数 句子 集 ， 则 有 某 个 %EG， 
PU{y}EP: 
(C5) 如 果 Yzqz)E p， 则 对 每 个 cEC, pU{y(O)}EP; 
(C6) 如 果 3zq《z)E p， 则 对 某 个 cEC,pU {gO)}EP; 
(C7) 设 上 是 到 的 一 个 闭 项 ，c，dEC， 
1， 如 果 c 二 dE€p, 则 pU {d=c}EP; 
2 如果 i 二 c, YDEp, 则 pUt{90)}EP; 
3， 一 定 有 某 个 cE€C， pU {z=c} EP. 
容易 看 出 如 果 PP 是 2'。。 的 和 谐 性 质 集 ， 则 
GD P 的 所 有 元 素 的 所 有 子 集 所 成 的 集合 也 是 52'。。 的 和 谐 
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性 质 集 . 

(ii) P 中 一 切 元 素 的 只 有 有 限 多 个 新 常量 cEC 出 现 的 子 集 
所 成 的 集 也 是 人 '。. 的 和谐 性 质 集 . 

( 道 ) P 的 一 切 元 素 的 所 有 有 限 子 集 所 成 的 集 也 是 人 2'。 .的 和 
谐 性 质 集 . 

命题 13.1.1 设 P 是 人 .的 和 谐 性 质 集 , 对 任意 9CpEP， 
都 有 gE€P， 则 P 了 有 如 下 性 质 : 

(iD 如 果 pE€EP，, yp, pry€Ep, 则 pU{y}EP; 

(ii) 如 果 pEP， 对 任意 cEC， 有 pU {c=c} EP; 

(iii) 如 果 pEP,，, c,d, e€C, c 三 d, d= 二 e€Ep， 则 
PU {c=e} Ep. 

请 读者 给 出 证 明 . 

设 和 是 经 (C) 的 一 个 可 数 模型 , 2v 所 满足 的 1 的 句子 的 
可 数 集 的 集合 一 定 是 一 个 和 谐 性 质 集 人 所 满足 的 52'。。 的 句子 
的 有 限 集 所 成 的 集合 也 是 和 谐 性 质 集 。 

设 人 是 2'。. 的 一 个 公式 集 , 以 天 记 械 的 子 公式 闭 包 , 矿 是 
适合 下 列 条 件 的 最 小 的 公式 集 . 

(LCErS 

(2) 任意 PE 则 sub(9D CCT. 

(3) 设 上 是 多 的 项 ,cEC,YDEr, 则 ceErr. 

(4) 若 一 PE 大 ， 则 w Err. 

(5) 车 t 是 项 ,cEC， 则 tz 二 cET. 

对 每 个 公式 集 丰 易 见 天 一 定 存在 , 因为 包含 了 而 满足 (IT) 一 
(5) 的 公式 集 一 定 存在 , 比如 22'。,。 的 全 体 公式 的 集合 就 是 . 令 天 
是 所 有 包含 卫 而 满足 (1) 一 (5) 的 公式 集 的 交 ，F 就 是 最 小 的 
一 个 公式 集 了 , 当然 也 可 由 丰 出 发 逐步 增加 中 公式 的 子 公式 和 
满足 (1) 一 (5) 的 各 种 公式 ， 经 可 数 多 步 后 ， 可 得 产 。 如果 下 
是 可 数 公式 集 则 天 也 是 可 数 集 . 令 下 是 F 中 一 切 句 子 所 成 的 集 
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合 ， 称 下 是 的 子 句 子 闭 包 。 

定理 13.1. 2 《模型 存在 定理 ) 设 乡 可 数 , 人 = 一作 UC. C 
是 可 数 新 常量 集 , P 是 22' .的 和 谐 性 质 集 , psEP, 则 p。 有 模型 ， 
即 有 经 的 模型 WU， 人 加. 

证 明 不 妨 设 PP 的 每 个 元 素 的 每 个 子 集 仍 是 P 的 元 素 , 否则 
可 以 扩充 书 满 足 条 件 ， 得 到 的 仍 是 22'.。 的 和 谐 性 质 集 。 令 加 是 
po 的 子 句子 闭 包 。 列 出 po 的 全 体 句子 : ,9 
mn<w. 令 了 是 经 '。- 的 所 有 的 项 组 成 的 集合 , 列 出 T 中 所 有 的 项 为 
to ti tz， 加， <w、 我 们 构造 已 的 元 素 的 一 个 递增 序列 

poCpCpC Cp n<w 

对 每 个 <w，z 思 + 适合 下 列 条 件 ， 

(1) pCprn Cpo: 

(2) 如 果 p,U (8)}EP， 则 9€ pnt 

(3》 如 果 p,U{p}EP 且 有 = VB@， 则 存在 某 个 JyEB， 使 
DA 

(4) 如 果 p,U {9.}EP, 且 二 3zy(zx)， 则 有 某 cEC. 使 
pO)OE par: 

(5) 存在 某 cEC, 使 t, 寺 cE€ pri 

不 难看 出 以 上 5 条 是 可 以 实现 的 . 令 思 一 心力 ， 我 们 来 构造 
p。 的 模型 ， 先 在 常量 集 C 上 定义 二 元 关系 一 : 对 任何 c、d€C， 
c~d 当 且 仅 当 c 二 d€ p。。 我 们 来 证 明 ~~ 是 C 上 等 价 关系 。 

(i) 对 任意 cEC, c 是 的 项 , 由 (5) c 寺 cE€ po 

因此 必 有 nn<w, 使 B=c 三 c， 由 命题 13.1.1 (ii) 
prU{c 三 c}€EP，, 由 p。 的 构造 (2) 知 c=cE 加 +， 因此 cc 二 cE€ p。， 
则 c~e， 一 满足 自 反 性 。 

(ii) 没 c~d, 即 c 二 dE€ p., 因此 有 n<w, c= 二 4E ps, 由 (5) 知 
d 二 cE po， 有 m<w, 使 = 二 d 三 c, 如 果 mm 之 n, 则 c=d€ pCpn， 
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由 (C7) 1, pwU{d 三 c}EP, 由 (2) 有 4d 三 cE€ pmt+1Cpw， 如 果 m 
<n, 则 pnCps 有 pmUt{c 二 d}Cp.. 由 了 包含 一 切 元 素 的 一 切 子 
集 , 因此 有 pnU {c=d}€EP. 由 (C7) 1 又 有 
pm Ut{c 二 d}U {dc}€EP, 再 由 PP 的 如 上 性 质 pnU {d 圭 c} EP. 
这 样 由 (2) 也 有 d=cE pa。+1Cp。 因此 d 三 cE€ p。. d~c. 对 称 性 
成 立 . 

(iii) 设 c~d,d~e, 即 c==d, d=e€ P。, 存在 <w, 使 -二 4d， 

=e€ P,， 由 (5) c 二 e€po, 必 有 m<w 使 8=c==e, 仿 (ii) 讨 
论 用 (C7) (3) 可 知 一 定 有 Pu。U {c 二 e}€P, 由 (2) 也 有 c 寺 e€ 
Pntils 因此 有 c=e€ p。， 所 以 c~e， 即 传递 性 成 立 。 

对 任意 的 cEC, 以 c={c' EC: c'~c} 记 c 所 在 的 等 价 类 , 令 
4={(z:cEC}), 即 4 是 C 的 所 有 等 价 类 的 集合 。 以 4 作 论 域 定义 
乡 上 非 逻辑 符号 的 解释 如 下 : 

(6) 对 这 的 任意 闭 项 t, 由 (5) 存在 cEC, 使 :二 cE€ p。, 用 
z 作 闭 项 上 的 解释 ， 即 所 一 < 当 上 且 仅 当 tc€ p。 

(7) 对 纪 的 任意 元 关系 符号 及 , 定义 4 上 元 关系 Re 作 
RR 的 解释 ， 对 任意 oy, …, c.EC 

RY (zi,…56,) 成 立 当 上 且 仅 当 RCa，*… sc,) E€ p。. 

(8) 对 乡 的 任意 m 元 函数 符号 F, 以 Fe 作 丰 的 解释 , 对 任 
意 ，*…， cmnEC， 由 (ci，… ,cm) 是 2' 的 一 个 项 知 存 在 cEC, 使 
Fl(ciy° scm)=cE Pp 令 FY(E, 6,) =E. 

我 们 还 要 证 明 以 上 定义 与 代表 元 取 法 无 关 , 我 们 只 以 7) 定 
义 的 关系 RR 来 证 明 ， 常 量 与 函数 的 定义 类 似 可 证 。 

设 R 是 乡 的 nn 元 关系 符号 ,ci，*… cess,*…,c',EC,ci~c'1， 
…，c~c 我 们 要 证 明 Ra，…,5) 成 立 当 且 仅 当 R* (i ，… ,6,) 
成 立 ， 显 然 只 需 证 明 一 个 方向 。 

设 Ra (zz …,z) 成 立 ， 即 Rc yc) Ep or~e, 
Ga~c 有 ci 二 ci，*…,c. 三 c',€ p。, 因此 有 mm 过 w, 使 RGc cv)， 
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a 二 C1， 三 (Epm. 由 pnCpo 知 Re"*ycn)Epos 由 (3) 可 
知 也 有 RCc'1,…,c',)Epo, 因此 也 有 !<o, 使 录 =RGci，…，c')。 
设 l 宇 m 则 Re, ,0), a 三 C1 c, 三 c',Epi。 由 (C7) (2) . 
可 知 有 piU {RCc'1,…,c',)}EP， 再 由 (2) 有 

Ress) EPCp 设 m<il, 由 pCpn, pnU {Rc ,es 
c',)}EP 以 及 PP 的 任意 元 素 的 任意 子 集 都 是 PP 的 元 素 知 有 piU 
{RCc1，…，c',)) EP. 从 而 也 有 RC，… sc',)E piriCCp。， 这 样 
RY (di ，…，6) 成 立 。 

由 于 (6)，(7) (8) 都 与 代表 元 的 取 法 无 关 知 都 是 良 定义 的 ， 
因此 以 4 为 论 域 构成 了 纪 的 模型 2 ,现在 我 们 来 证 明 对 人 2'。。 的 
任意 句子 p， 如 果 PE p。， 则 人 9 

(9) 设 p 是 原子 名 二 t,€ p。, 其 中 ,zt, 是 经 ' 的 闭 项 , 已 知 
cyC2€EC, 使 幸 = ,t=5, 即 二 ct 三 c;€ po 这样 存在 n 过 w， 
使 ti 三 t» tl 三 1, ts € po ps 由 a 三 c; € po, 有 m<w， 使 
二 (a 二 cz)。 这 样 无 论 m 之 n 还 是 m<n 都 可 以 证 明 有 
pnU {a 三 c2}€EP. 由 (2) 有 a 三 c;€ pm+i1, 因 而 有 ci~c;, 即 c==c2. 
这 样 人 中 尝 = 培 即 人 Ub, 二 tz. 

(10) 设 8 是 原子 句 尽 (2，…， 加) Et 加 ， 其 中 心 ， 加 是 2 
的 闭 项 。 已 知 有 cy， …，cEC, 使 于 一 5，… 达 一 5 即 忆 二 cl， …， 
如 一 cvE pw, 这样 有 nn 过 w, 使 RG，…，t,)， 三," 二 Cn pn。 
由 pCpo 知 Rl, …, tt) Epo。 由 (3) 可 知 有 R(a, *…, c,) € 
po， 于 是 有 m<w，, 使 p= 二 Rc，*…，, c,), 无 论 m 宇 n, 还 是 m 过 n 
由 (C7) (2) 和 PP 的 任意 元 素 的 任意 子 集 都 是 P 的 元 素 可 知 有 
pmU {RCa,…,cn)}EP。 由 (2) 有 Ra，…yc.) EpmtiCCpos 因此 有 
RY (zi;，…，Z6,) 成 立 。 

(11) p= YE p., 是 原子 句 。 如 果 y 是 二 t:， 只 要 把 
(9) 中 二, 改 为 一 (4 二 t;) 就 可 证 一 c1 二 cE€ p。, 因 此 有 垃 取 1? 即 
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UF 一 py。 如 果 y 是 R(t1,…,t,)， 只 要 在 (10) 中 把 RCt1，…，t) 
改 为 一 R(t1，…，t) 就 可 以 证 明 有 一 RCc,…,c.) Ep。， 因 此 
RY (2 ，…，5) 不 成 立 ， 即 2 一 

(12) 设 pg= V8@，@ 是 可 数 句 子 集 ，pE p。， 这 就 存在 xn 过 w， 
使 pEp., 由 加 Czpo, 知 PEPo, 由 (2) 因 此 有 m<w, 使 B=9, 这 
样 必 有 pmU {pn}EP， 再 由 (3) 知 存在 JEGB, 使 JE pmtiCp.， 
由 归纳 假设 有 Bl 片 Y%， 根 据 基本 语义 定义 (2) 知 UV 即 
Fp 

(13) 设 g=3zyLz)Ep。, 仿 (12) 由 (4) 及 基本 语义 定义 
(3) 可 证 Ug 

(14) 设 g= 一 JE po， 有 一 JEpo, 由 (4) 知 J' Epo. 设 Js==J"， 
9E pr 不 妨 设 wn 之 m, 由 (C2)p,U {y'}CP. 因 此 有 pnU {y'}CP. 
由 (2) 有 y" Epnr, 则 y" Ep。，@ 如 果 y 是 原子 句 , 由 (11) 已 
知 Up。 @ 如 果 y 是 一 a 形 句子 , 则 yy" =o, 由 o€ ps 和 归纳 假设 
有 UFFo， 因 此 Up。@ 如 果 y 二 人 则 y'* = ,YoE€p-， 由 
(12) 有 cegGg, 使 一 re p。， 由 归纳 假设 有 人 上 一 o,， 因此 
UF 一 人 8, 即 Up,@ 如 果 y==V@B， 则 y" 一 人 一 "Et 有 
A Ep 对 每 个 o€B， 有 一 o€ po， 因 此 存在 m' 二 w， 使 
gw 一 一 ,不妨 设 有 "过 mr ,Jy' Ep,, 由 (C3) 知 加 U{( 一 c)EP, 因 
此 pnU{ 一 o}EP, 由 (2) 有 一 o€ pw+1Cp。， 由 归纳 假设 全 一 co， 
这 样 UF Mo. 由 基本 语义 定义 上 一 V@,， 即 2 厂 一 图 
UFg, @@ 如 果 Y%=Yz 办 (z)， 则 儿 王 3z 一 办 (z)， 由 (13) 有 
UFy" ， 再 由 基本 语义 定义 有 Bl 上 FFp，@@ 如 果 y%=3z 办 (z)， 则 
”=Yzph (zt), 由 Y° Ep., Yr—ph (rz)E Po, 因此 g(x) € po, 
对 任意 cEC, 由 (3) 有 一 (ce) Epo， 令 go 二 一 如 (c)， 不 妨 设 有 
nn 之 m,y" Epr, 由 (C5) 有 puU {gw}EP, 于 是 pw U{ 一 Jj(c)}EP， 
再 由 (2) 知 一 如 (ce) € pw+1Cp。， 由 归纳 假设 有 人 UF 一 py(c), 由 
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< 的 任意 性 及 基本 语义 定义 知 上 FFYz 一 办 (z)， 即 得 
A mi Es AVC IRA 

由 以 上 〈9) 一 〈14) 知 对 任意 PE p。， 都 有 人 Up， 特别 有 
PoCp。， 因 此 睫 加 . 1 

模型 存在 定理 证 明 的 困难 在 于 我 们 构造 的 模型 2 和 p。 的 
关系 , 没有 一 阶 逻 辑 中 由 证 据 构造 的 模型 和 的 关系 那样 强 。 这 
里 9Ep., 则 UF, 但 gE ps 不 是 Up 的 充分 必要 条 件 。 这 就 
使 我 们 不 得 不 预先 把 一 ?所 对 应 的 句子 p* 添加 到 p。 中 。 红 。,。 逻 辑 
中 模型 存在 定理 可 以 起 到 一 阶 逻 辑 中 紧 致 性 定理 的 作用 ， 对 模型 
存在 定理 我 们 还 可 以 推广 。 

推论 13. 1. 2 (推广 的 模型 存在 定理 ) 设 P 是 人 .的 和 谐 
性 质 集 , 厂 是 52'。。 的 可 数 句 子 集 , 如 果 对 每 个 pEP, 每 一 pET， 
都 有 pU {gp} EP， 则 对 每 个 p€EP，pUT 都 有 模型 。 

证 明 令 P'={pUT:pE€E P}, 可 以 证 明 P' 也 是 59'。。 的 和 谐 
性 质 集 ， 我 们 只 证 明 (C1)，(C2) 而 把 (C3) 一 (C7) 留 给 读者 
自己 验证 。 

(C1) 任 取 pEP，pUTEP', 设 g 是 人 2'. 中 任 一 句子 ， 如 
果 g， 一 p€E pUTI， 由 pEP, PP 是 和 谐 性 质 集 知 ，p， 一 9 不 能 同 
属于 p, 设 pEp， 一 ET 由 题 设 ，pU( 一 9} EP， 这 与 P 是 和 
谐 性 质 集 满足 性 质 (C1) 矛盾 。 设 一 PE p， ET 同样 不 可 能 , 设 
9， 一 9 都 属于 卫 , 则 pU {9p}€E P, 进 而 有 pUt{p}U{ 一 9} EP. 又 
与 已 是 和 谐 性 质 集 矛盾 ， 这 样 ?， -9 不 能 同属 于 请 U 太 之 中 , 因 
此 已 满足 (C1). 

(C2) 设 一 PEztUDP， 如 果 一 PEzp， 由 思 E 忆 及 已 满足 (C2) 
知 PUf{p)E PP, 因此 pUt{rg})UTEP, 这 就 是 
PUTU {Pp'}EP' ,如 果 一 pgET, 则 pU {一 9} EP, 由 了 满足 (C2) 
有 PU (一 9}U {yp}EP, 这 样 有 pU (一 9}U {yg}UTEP' ,而 这 就 
是 pUTU {yp*}EP', 所 以 P 满 足 (C2). 1 
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我 们 用 模型 存在 定理 来 证 明 双 。,- 的 完全 性 定理 之 前 先 来 证 
明 下 面 这 个 引 理 。 

引 理 13.1.3 设 缘 是 可 数 语言 , C 是 可 数 新 常量 集 ， 
5 到 = 到 UC, 设 9 是 纪 -。 的 一 个 句子 ， 则 上 .9 当 且 仅 当 上 9 


证 明 由 于 9 是 . -中 句子 ，5Z-.. 的 公理 都 是 5 .的 公理 ， 
纪 .- 的 从 公理 出 发 的 证 明 也 是 7 的 证 明 ， 因 此 由 上 -9 到 上 9 


的 方向 是 显然 的 。 现 在 设 二 9, 即 存在 从 经 '.- 的 公理 出 发 的 一 个 


证 明 w， Rh, PR，…，R，…， 二 Pp， 由 于 必 .- 中 有 势 为 wm 的 个 
体 变 元 而 证 明 序 列 只 有 可 数 多 个 公式 , 每 个 公式 至 多 可 数 多 个 
变 元 ， 因 此 我 们 可 以 用 不 在 序列 中 出 现 的 个 体 变 元 去 代 换 序列 中 
出 现 的 C 中 新 常量 得 到 弓 .。 中 的 公式 序列 网， 存 ， 见 ，…， 网， 
多 二 PR 对 每 个 x， 如果 是 2'。。 的 一 条 公理 ,， 则 是 5 的 一 
条 公理 , 如 果 % 是 由 它 前 面 的 公式 经 推演 规则 得 到 , 则 9y, 也 是 . 
这 样 W, 是 2 的 一 个 证 明 . 由 于 多 是 化 .的 句子 , 所 以 Y= 
二 Pp， 这 样 就 得 到 -p91 


定理 13.1.4 。 〈 乡 .的 完全 性 定理 ) 设 p 是 双 -,- 中 一 个 句 
子 , 如果 上 则 上 上 9 


证 明 令 C 是 可 数 多 个 新 常量 符号 组 成 的 集合 2 = 双 UC， 
设 p 是 人 2'。。 中 满足 下 列 条 件 的 句子 集 。 

(1) p 有 限 . 

《2) p 中 只 出 现 有 限 多 个 C 中 新 常量 符号 . 

(3) rg A 人 p. 


ii 


令 己 是 一 切 满足 上 述 条 件 的 句子 集 组 成 的 集合 , 我 们 来 证 
明 书 是 经 <.- 的 和 谐 性 质 集 ， 我 们 记 , 片 y 为 --'y 
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(C1) 设 y 是 52'。- 的 任何 一 个 句子 , 如 果 y, 一 y 都 是 p 中 名 
子 ， 由 命题 演算 可 得 | 一 人 p， 因此 p&P， 这 样 P 满 足 (C1). 

(C2) 设 少 是 作 。 的 任何 一 个 句子 ， 一 pyEpEP， 如 果 
PU{Y'}P, 由 pU{yY"' } 满 足 (1)、(2) 必 有 上- 一 (ApAy'). 由 
FF' 一 ymy' 是 2, 的 公理 用 命题 演算 的 等 价 代 换 可 得 
上 -一 CApA (一 ))( 见 练习 13.1.4), 于 是 有 上- ' 一 人 pV 一 一 y， 
即 片 "和 A 尹 一 一 一 略 由 一 jE€p， 由 Az7 上 人 pp 一 J， 而 
上 (At 一 一 力 一 (人 z 一 一 一 力 一 一 人 加 ) 是 命题 演算 形式 定理 . 
这 样 用 两 次 分 离 法 则 就 可 得 | 片 ' 一 人 p, 与 PE 已 矛盾 ，(C2) 成 立 . 

(C3) 设 史 是 2 。. 的 可 数 句 子 集 ， 和 人 BEpEP，, 设 有 yED， 
PU{J)&P, 由 pU {y} 满足 (1)、(2) 必 有 | 上-' 一 (ApA), 即 
片 ' Ap 一 一 y。 但 片 人 p 一 人 @B, 片 和 By 都 是 Azx?7 的 公理 ,由 
HS 有 片 ' Az 一 少 从 而 又 有 片 ' 一 和 人 加， 与 总 E 己 矛盾。 因此 有 
(C3) 成 立 。 

(C4) 设 VBEpEP, 但 对 任意 EB，pU{yY&P, 则 
片 一 (AzA 风 ,上 "人 z 一 %， 由 归纳 法 则 有 | 人 p 一 人 一 J 而 
由 4z6 及 ,人 7 二 (VB$)" 有 |-' 人 p 阅 一 VB。 再 由 VBEp 又 可 得 
上 Ap Vg, 从 而 | 片 ' 一 人 Ap 与 pEB 蔬 盾 , 因此 (C4) 成 立 。 

(C5) 设 Yzy(z)EbpEP， 而 对 某 个 cE€C, pU {yc)}&P 则 
上 Ap 一 一 %(c). 但 上 -一 y(cy) 一 一 Yzxy(z) 是 一 阶 逻辑 形式 定理 ， 
因此 | 上 -Ap 一 一 Yry (xz),， 再 由 于 片 人 p 一 Yry(z)， 又 得 
片 ' 一 人 2 加, 与 bpE PP 矛盾。 这 样 对 每 个 cEC, pU {y(c)}EP. (C5) 
成 立 . 

(C6) 设 3zy(zx)EpEP， 而 对 任意 cEC. pU{y(c)}&P， 
片 Ap 一 一 plc)， 由 于 记 中 至 多 只 有 有 限 个 C 中 常量 , 因此 有 不 
在 p 中 出 现 的 常量 cEC, 上-' 和 人 p 一 yl(c)， 用 一 阶 逻辑 的 命题 
2.2.2 的 方法 可 证 片 人 p 一 Yr 一 Jy(z), 而 Yr 一 y(zx) 是 
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(zyCz)) ,由 4z6 有 上 人 p> 一 3xy(z), 再 由 
片 Ap>3zylz), 可 知 有 |-' 一 人 p 与 pEP 荫 盾 . 这 样 必 存 在 
cEC, 使 PU {ylc)}EP, 即 (C6) 成立. 

(C7) 1. 设 c, dE€C, ce 二 4d€pEP. 而 pU{d=c}&P，,， 则 
上 Ap 一 d=c, 而 上-'d 二 cc 三 4d 是 一 阶 逻辑 形式 定理 ， 因 此 
上 -Ap 一 一 c=d, 但 片 人 pc 二 d， 这 样 有 |-' 一 人 Ap 与 pEP 戏 
盾 . 因此 (C7) 1 成 立 。 

2. 设 1 二 c, KH1)EpEP. t 是 ,的 任 一 闭 项 , cEC, 如 果 
PU{gC)} EP, 则 FAp>—9C0). HF'Ap> (=c) A y(t), 
FF 二 cA Yt) 一 KO) 是 人 的 形式 定理 《 见 练 习 13.1.2)， 因 此 
片 人 pKc)， 这 样 必 有 |-' 一 人 p 与 pEP 牙 盾 . (C7) 2 成 立 。 

3. 设 上 是 经 .的 任 一 闭 项 . 而 对 任意 cEC, pU {t=c} &P， 
则 片 ' Ap 一 一 (三 c)， 取 一 个 不 在 p 中 出 现 的 常量 cEC， 由 命题 
2.2.2 方 法 ， 也 有 |-' 人 p>Yz 一 (t 三 z)， 易 见 有 
上 ' At 一 一 jz(=z)， 而 上 3 X(t 三 z) 是 一 阶 逻辑 形式 定理 ， 见 
§2.2 例 4, 因此 有 |-' 人 p>3x(t 二 xz), 这 样 必 有 |-' 一 Ap， 从 而 
P&P， 因 此 (C7) 3 成 立 。 

至 此 , P 是 经 -的 和 谐 性 质 集 ， 设 是 纪 - .中 任何 一 句子 ， 
如 果 H'9 则 以 一 一 p， 因 此 p= { 一 外 E 书 ,由 模型 存在 定理 ,有 纪 
的 模型 2 加. 即 ZU 一, 则 2 括 9 这 样 如 果 厂 9g, 一 定 有 |-'p 
即 , 片 ”由 引 理 13. 13 有 上 2 1 


我 们 看 到 完全 性 定理 是 模型 存在 定理 的 推论 . 下 面 应 用 模型 
存在 定理 证 明 双 。。 的 降 工 一 S 一 T 定理 。 
定理 13.1.5 设 是 纹 .. 的 可 数 句子 集 ,如 果 @ 有 模型 , 则 
四 有 至 多 可 数 的 模型 . 
证 明 令 P 是 2,. 中 满足 下 列 条 件 的 句子 集 p 组 成 的 集 
合 : (Dp 至 多 可 数 ; (ii)p 有 模型 ; (ii) 至 多 有 C 中 可 数 多 个 新 常 
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量 符号 。 

不 难 证 明 P 是 经 '-,- 的 和 谐 性 质 集 . 末 满足 条 件 (i) (ii) (iii)， 
因此 BEP, 由 模型 存在 定理 ,B 有 模型 ,2 的 论 域 中 每 个 元 素 
都 是 C 中 常量 的 解释 ,由 C 是 可 数 集 知 2 至 多 可 数 。 | 


练习 


13.1.1 证 明 命题 2. 2. 2 对 红 -- 也 成 立 。 
13.1.2 证 明 上 t=cAy (9 (0). 


13.1.3 设 C 是 可 数 新 常量 符号 集 , 人 二 作 UC, 设 p, 9， 
…，R，"…，9 是 经 '。。. 中 句子 序列 组 成 的 一 个 证 明 ， 以 红 。。 中 不 
在 序列 中 出 现 的 个 体 变 元 代 换 序列 中 出 现 的 C 中 常量 符号 得 到 
斩 ， PR，"…，8，*…g .证明 这 也 是 纪 .. 中 的 一 个 证 明 . 

13.1.4 设 g、 gn 是 红 ,. 的 公式 , y 是 9 的 一 个 子 公式 ， 
上 9 各 ,以 加 代 换 p 中 若干 处 子 公式 y 得 到 YH， 证明- py. 


13.1.5 证 明 演 绛 定理 及 假 言 三 段 论 在 乡 ,。 中 成 立 . 


§ 13.2 纪 .。 语 言 的 可 数 片 断 


我 们 知道 ， 如 果 双 可 数 ， 一 阶 逻辑 红 的 全 体 公 式 的 势 上 经 
| 也 是 一 个 可 数 基 数 , 但 是 , 对 于 无 穷 长 逻辑 , 即使 2 可 数 , 5。。 
有 不 可 数 多 个 公式 . 这 是 因为 双 -- 有 无 穷 长 的 公式 ， 而 可 数 无 限 
集合 可 以 有 不 可 数 多 个 可 数 无 限 的 子 集 。 我 们 也 知道 ， 讨 论 不 可 
数 公式 集 的 语义 性 质 比 讨论 可 数 公 式 集 的 要 复杂 得 多 。 为 了 便于 
研究 乡 .,。 逻 辑 的 语义 性 质 , 我 们 有 必要 把 讨论 限制 于 纪 .,- 的 可 数 
公式 集 . 而 对 于 乞 -,- 的 任何 一 个 和 谐 的 可 数 公 式 集 了 , 由 于 己 - 
的 推理 规则 只 涉及 到 可 数 多 个 公式 ,我 们 可 以 限制 到 双 .,- 的 一 个 
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可 数 片断 ,使 这 个 可 数 片断 中 既 包 含 已 知 的 可 数 公式 集 了 ,也 包含 
与 之 相关 的 全 体 公 式 ， 从 而 只 要 在 这 个 片断 中 讨论 了 的 性 质 ,就 
可 以 得 到 了 在 纪 。,- 中 的 性 质 . 为 了 得 到 这 个 可 数 片断 , 我们 要 用 
到 集合 论 的 方法 。 

集合 论 中 常 以 空 集 名 表示 自然 数 0， 以 只 含 空 集 作为 唯一 一 
个 元 素 的 集合 {2) 表示 自然 数 1， 以 {名 ,{ 名 )} 表 示 2 等 等 ， 并 
归纳 地 定义 4 十 1=nU {n}, 这 样 每 个 自然 数 都 是 一 个 个 元 素 
的 集合 ， 事 实 上 ，n= (0，1，2，…，? 一 1}， 以 由 记 全 体 这 样 定 
义 的 自然 数 的 集合 , 还 可 以 继续 归纳 定义 十 1=wU {w),…. 令 
极限 序数 a= {8 : B<a), 令 每 个 序数 的 后 继 序数 8+ ==BU {B). 
全 体 可 数 序数 有 不 可 数 多 个 。 

设 a, 0 是 两 个 集合 , 令 (a,5)={{a}，{a,65})}, 称 (a, 5) 为 集 
合 a, 6。 的 一 个 序 对 。 容 易 证 明 (a, 6)= (c，d) 当 且 仅 当 a=c， 
b= 二 d， 归 纳 地 定义 nn 元 序 对 〈a，…，a,) 一 ((c，…，a yy)， 
a,)， 同 样 可 以 证 明 (a1，…, a,) 二 (Bb1，…,b,) 当 且 仅 当 a=6b， 
oy a» =b,. 

一 个 集合 4 称 为 有 传递 性 , 或 称 4 为 可 传 集 , 如 果 对 任意 a， 
6 如果 aeEbE4, 则 ac4. 设 a 是 一 个 集合 ,a 的 传递 闭 包 Tec(a) 
是 包含 a 为 其 子 集 的 最 小 可 传 集 . 不 难 证 明 对 任意 集合 a, Tc(e) 
总 是 存在 的 , 事实 上 , 令 A1=a,…, As+1 二 4A,U (UA4,),…, 可 
以 证 明 Te(W= UA,. 

现在 我 们 来 对 形式 语言 乡 中 的 原始 符号 进行 编码 , 列 出 这 些 
符号 如 下 : 

R, F, c, v, =, ), (, Y,3, A,V,— 

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11 

用 符号 下 面 列 出 的 序数 作为 这 个 符号 的 编码 ， 再 用 这 些 编码 
或 编码 的 序 对 表示 纪 的 符号 , 令 Ri=(0, 让 ,Fj=(1, j), c= 
人 2， 上 )，,v。 二 (3, a). 现在 我 们 可 以 用 多 元 序 对 表示 纪 的 符号 串 ， 
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例如 YveRi(uo). 可 以 表示 为 《7，3，0，1，6，3，0，5)。 容 易 看 
出 这 种 表示 是 一 一 的 ; 即 每 个 符号 串 可 以 唯一 的 对 应 一 个 多 元 序 
对 ， 不 同 的 符号 串 对 应 不 同 的 多 元 序 对 ， 这 样 虽然 多 元 序 对 不 一 
定 对 应 到 经 的 公式 , 纪 的 每 个 公式 却 对 应 到 一 个 多 元 序 对 . 设 ® 
是 可 数 多 个 公式 的 集合 ,@ 的 每 个 公式 已 经 对 应 到 序数 的 序 对 。 还 
用 多 表示 这 些 序 对 组 成 的 集合 . 令 〈V， 有 8) 表示 公式 VB，( 人 和， 
®) 表示 公式 入 @, 这 样 不 难看 出 ， 作 的 每 个 公式 都 可 以 用 集合 
的 序 对 表示 出 来 ,我们 仍 用 丝 .。 表 示 由 序 对 给 出 的 公式 的 全 体 . 
设 -ex 是 一 个 集合 ， 以 丝 v 表示 红 。s 间 -x 即 乡 y 是 xv 中 代表 
纪 。。 的 公式 的 集合 组 成 的 集合 . 如 果 -ex 满足 下 列 条 件 , 就 称 经 
是 乡 , .的 一 个 片断 : 

(1) -xf 是 非 空 可 传 集 . 

(2) 如 果 a, bE ox， 则 {a, 565}, aU6b, aX6b 都 属于 x, 其 
中 aXb={(c,d) :cE€a, d€b} 

(3) 车 a€ .x ,a 是 不 在 Tc(a) 中 出 现 的 最 小 序数 , 则 a€ -er. 

(4) 如 果 公 式 pg (z) E 红 vy，tEux 是 经。 的 一 个 项 ， 则 
HEL sy. 

命题 13.2.1 设 纺 v 是 经, 的 一 个 片断 ， 则 丝 v 有 如 下 性 
质 ， 

(1) wC-xf， 即 每 个 自然 数 都 是 x 的 元 素 . 

(2) 红 v 对 一 ， 人，V 封闭 , 即 如 果 公 式 p, YE 经 v， 则 一 9 
pAyY, PV YEL yw. 

(3) 若 PE 红 vv，zE-， 则 Yzg, 3zpE 人 vy， 这 里 8 是 公式 ， 
并 是 某 个 体 变 元 。 

(4) VE 经 v， 则 subyCS2v. 

(5) 设 .9 是 原子 公式 ，z，…，zmE -ex 是 个 体 变 元 ， 则 
HT Ta EL wv. 

(6) 设 多 是 乡 .. 的 可 数 公式 集 , BE x, 则 人 8B，V @， 
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{ 一 p: 9EB},， {Izp: YEGS，zE-oxr) 都 是 -ex 的 元 素 . 

(7) 设 9EILy, 则 9* Ey. 

， (8) 设 pE 红 vz， 则 存在 个 体 变 元 z€E -xx，z 不 在 p 中 出 现 . 

证 明 (1) 任 取 a€ x, 由 x 是 可 传 集 知 必 有 Tec(a)Cx. 
若 0ETc(e)， 则 0E -ezx. 如 果 0 区 Tcla)， 由 -x 满足 的 性 质 
(3), 有 0E.xy, 设 n 是 不 属于 -xv 的 最 小 自然 数 ， 则 "一 1E:-er， 
由 nn 一 1 可 传 知 ,n 一 1 二 Tc(n 一 1), 因 此 Tc(n 一 1)E .ex ,这样 又 有 
n€ 29 ， 由 此 知 所 有 自然 数 n€E 27 ， 因 此 wCxy. 

(2) 由 wC-er,， 一 和，V 的 编码 都 是 自然 数 知 
一 ， 人 ，VE-eo ,由 -xv 满足 的 性 质 (2)， 对 任何 a, bE J， 
{a, pb)E-eo ta a)={a} E-o ,又 有 (ae，b) 一 
{{ae}，({ae，p))E-e ,对 ae，0，cE-er ,同样 有 (ae，b，c)E-or, 这 
样 如 果 g, JE-xY， 则 (一 ,9)， (9, A,), (9, V, J) Er 
这 就 是 一 pg, pAy, pVyE -er 

《3) 仿 ' (2〉 可 证 . 

(4) 设 序 对 (a, 5b)Ee7, 即 {{a},{a,6}}€E ox， 由 -ef 有 传 
递 性 知 ，{a}，{a, 5}€E.27, a, bE -or 这样 对 公式 的 复杂 性 归纳 
易 证 PE -er 时 有 subyC-ez. 

(5) 设 pg 是 乡 的 原子 公式 , 由 红 中 关系 、 函 数 及 常量 符号 都 
对 应 到 自然 数 的 序 对 ,因此 9 是 自然 数 的 多 元 序 对 ,这 样 由 wC-er 
及 -ex 的 性 质 知 PE e979， 易 见 对 xz，…，zx。€ 9， 有 
ri，…，xz)E-er. 

(6) 设 BEo ,显然 有 《人 V ,，$), (人,，$) Eo ,又 由 Ever， 
即 {P: EB}) Ex 再 由 一 Ex7， 有 
(一 XB={( 一 , 9) :EB} 《or ,此 即 { 一 p: 9E5})E-or, 同 
样 有 {3 zx) X@= {3x9: Eg, rE )} Er. 

(7) 对 9 的 复杂 性 归纳 易 证 9* Ex、 

(8) 设 gE -x , 则 Tc(9)SCwy, 设 v。 在 9 中 出 现 , 则 a€ Tel9)， 
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因而 <E .x 由 9 中 至 多 出 现 可 数 多 个 个 体 变 元 ,而 丝 。。 中 有 不 
可 数 多 个 个 体 变 元 , 因此 有 vs 不 在 p 中 出 现 , 这 样 有 最 小 的 8, 使 
BE&Tc(9)， 由 -x 的 性 质 知 BE -ex， 这 样 有 veE-er， 而 va 不 在 9 
中 出 现 。 | 

命题 13.2.2 设 ® 是 纹 .. 的 可 数 公式 集 , 则 存在 最 小 的 可 数 
片断 双 v， 使 BC 经 v. 。 

证 明 令 -x。=Tc(@B) 是 8 的 可 传 闭 包 . 由 -er。 构造 -er 如 
下 : 

(iD 对 一 切 a，pE or， 令 {a, 6}, aUb, aXb€E',. 

(ii) 对 一 切 a€ -ero， 不 属于 Tec(a) 的 最 小 序数 属于 -ez 

(ii) 对 每 个 公式 g(x) € -ero， 及 每 个 项 teE -ero， 令 
9 (t) Ever'. 

这 样 可 以 构造 最 小 的 -er， 使 wovC-er'。， -ez 满足 (i)、 
(iD 、(ii)， 令 -em =Te(ox'w) 

仿 上 面 构造 .Ys, -27，，…, 令 -Y 二 UY, 由 加 是 可 数 集 知 ， 
Tc(@) 可 数 ， 因而 ~， -7,, … 都 可 数 ， 于 是 -x 是 可 数 集合 ， 易 
见 -er 满足 性 质 (1)，(2)，(3)，(4)， 从 而 经 是 .的 可 数 片 
断 。 | 

下 面 给 出 的 定理 保证 可 数 片断 保持 作 。。 的 主要 性 质 。 

-定理 13. 2. 3 〈 作 vy 的 完全 性 定理 ) 设 纪 v 是 红 .. 的 可 数 
片断 ,句子 gE€ 到 v， 则 上 9 当 且 仅 当 Fry 这 里 .上 ?表示 只 用 


纹 v 中 的 公理 ， 弓 v 中 有 一 个 从 公理 出 发 到 9 的 形式 证 明 。 
证 明 (人 ) 设 . 乒 ， 则 一 定 有 , 上 p， 由 弓 .. 的 完全 性 定理 


用 9。 
Cs) 令 C 是 可 数 新 常量 集 ， SL'= 作 UC. 设 
PT ry Tas Cs ,Cm) 是 红 '。. 中 的 公式 ， y 中 自由 变 元 只 有 
有 限 多 个 ， 新 常量 也 只 有 有 限 多 个 ， 任 取 一 组 个 体 变 元 
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Yi orE-er， 而 六，…，3m 不 在 少 中 出 现 ， 如 果 都 有 


gz Ta V1 yn) EL 则 令 
Yrs Zr cl，…，cn) EL' ry, 否则 
Tis rs Try Cl rs Cm) CL yo 


由 ef 是 片断 , 可 知 以 上 定义 与 变 元 y,，…，y。 的 取 法 无 关 。 
由 于 中 没有 自由 变 元 ， 也 没有 新 常量 ,容易 证 明 上 -gp 当 且 仅 当 


Fr 
设 P 是 5'.v 中 一 切 满足 下 列 性 质 的 句子 集 p 组 成 的 集合 ， 
(1) pz 有限 ，(2) 上 矿 一 人 p. 则 已 是 红 v 的 一 个 和 谐 性 质 集 。 


(C1) 设 p 是 人。。 的 一 个 句子 , p, 一 9 都 属于 p， 由 PES' vy， 
一 9E vy， 因此, 片 人 pp, | 片 人 p 一 一 9 都 是 人 'wv 中 的 公理 . 
F(Ap>PD>((Ap 一 一 PD 习 一 人 p) 是 人.v 中 的 一 个 定理 . 因此 
上 一 Ap 也 是 红 '.y 中 的 定理 ， 即 所 一 人 p: 这 与 (2) 矛盾 . 因此 
P 卫 满足 (C1)。 


(C2) 设 一 pEp, 而 pUt{y'}&P, 由 pp 有限 有 pUt{y'} 有 限 ， 
因此 此 一 (人 户 A9 )， 因 此 有 于 一 人 为 V 一 9 ， 片 Az 一 9 而 


由 一 YE, 也 有 此 和 At 一 一 gp 由 片 一 9>9 是 红 的 一 条 公理 ,又 
有 局 p>? 而 《Ap>9')((Ap> 一 9) 一 人 p), 因 此 
有 局 一 人 p. 与 (2) 矛盾 ， 这 就 得 到 了 满足 (C2)。 


(C3) 设 @ 是 红 。。 的 可 数 公式 集 ， 人 BE p， 设 有 菜 个 gE ， 
使 PU {9}&P, 则 后 一 CApA9D 即 司 Ap> 一 9 由 9EBEp 及 -7 


是 绽 。。 的 一 个 片断 , 有 9E 经 'v， 局 Ap>p 是 公 w 中 一 条 公理 ， 
仿 上 也 有 睹 一 和 p 与 (2) 矛盾 . 因此 已 满足 (C3). 
(C4) 如 果 劝 是 红 。。 的 可 数 公式 集 ，V BE p， 如 果 对 每 个 
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?EB, 都 有 pU{9})&P, 则 上 -人 p 一 一 8. 由 BPEp, 有 BES' wy， 
由 命题 13.2.1. (6) {一 p: gEB}E Sw , 因 此 A 和 {9p: PE5})E 
vv 即 (VB)' Ev. 由 弘 'w 的 归纳 法 则 有 上 人 p> 人 {一 9: 
?EDB}. 即 奢 人 p>(VB)' ,但 由 VBEp,， 有 上 -人 pVg, 又 可 
得 片 一 Ap 与 (2) 矛盾 ， 这 样 已 满足 (C4). 

(C5) 设 Yzrg(z)Ep， 而 对 某 个 cEC，pU {gLc)}&P， 由 于 
VYzgCz)Ezp，Yz9z)ES vv， 由 -ex 是 片断 知 p(x)E Sv， 由 
vw 的 定义 ， 9g(c) Es， 这 样 必 有 局 人 p> 一 pCe》. 而 由 
VrA(r)Ep, 本 Ap 一 Yz8(z)， [yzga-gCo) 是 经 'v 的 公理 而 
有 App 这 样 又 有 上 上 一 Ap 与 (2) 矛盾 . 因此 P 满足 
(C5). 

(C6) 设 jxqlx)Ep， 而 对 每 个 cEC 有 . 

PU{Yc)}&P。 取 c,zE 7, 而 不 在 9 中 出 现 ,由 命题 13.2.1 
(8) 这 样 的 z 存 在, 由 -x 是 片断 , Kz)E Sy ,HCO)ES' wy. 这 
样 奢 人 Ap 一 Kc)， 由 c 不 在 和 p 中 出 现 , 可 以 在 5f'.v 中 证 明 有 
上 上 At 一 Yz 一 9z) 即 上 人 zz 一 一 3z8(z)， 而 由 3 xg(z)Ep， 有 
上 上 人 人力 -> 了 z9(z)， 这 样 可 得 上 一 人 妨 与 (2) 矛盾 . 因此 PP 满足 
(C6). 

(C7) 1. 设 c, dEC, c=d€p，, 容易 证 明 d==c 也 是 2'y 的 
公式 , 也 有 pU {d=c}€P. 

2. 设 上 是 一 -个 闭 项 ， t=c, g=c, H(t)Ep 而 pU {gO}EP. 
由 上 是 闭 项 ， 及 KDEp， YKt)E 红 vy， 可 以 证 明 必 有 9X)E 妈 vy， 
因此 有 ?CCc)Ec2v， 这 样 上 人 Az 一 一 p(c)，* 但 仿 练习 13.1.2 有 
上 上 At 一 (一 < 人 8CD)， 上 上 (t 三 c 人 p(t)) 一 gl(c), 因此 有 
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上 人 p>9c), 于 是 又 有 上 一 人 与 (2) 矛盾 。 


3 设 上 是 到 -的 任 一 闭 项 ,而 对 任意 一 个 cecC， 
PU {t 二 c} &P. 而 由 命题 13. 2. 1 (5) 原子 公式 zi 主 zE x, 因此 
有 三 xz.€ .9 ,于 是 1 二 cE 妈 ' yy， 这 样 睹 一 人 p> 一 t=c。 由 户 有 


限 ,p 中 每 个 句子 中 出 现 的 新 常量 也 有 限 , 因 此 有 不 在 p 中 出 现 的 
新 常量 cEC, 使 上 A p——t=c. 这 样 可 证 明 上 上 Np>Yr—t=z, 


即 厂 人 p> 一 3zx( 二 x), 但 ! 寺 xz€E 5 wv, 因此 瞩 3z( 二 zx), 也 有 
上 Ap-*3zx(t 二 x), 这 样 又 可 证 上 厂 一 人 p 与 (2) 矛盾 . 于 是 尸 满 


足 (C7)。 

由 以 上 证 明知 P 是 5Y'.v 中 一 个 和 谐 性 质 集 当然 也 是 经 '。,。 的 
一 个 和 谐 性 质 集 。 

如 果 以 9， 则 必 有 以 一 (一 PD， 因 此 


{一 9} EP， 由 模型 存在 定理 知 有 模型 ZW 一 qp， 这 与 斤 p 蔬 
盾 ! 因此 必 有 上 名 1 

现在 我 们 可 以 在 乞 .的 一 个 可 数 片断 中 来 讨论 可 数 公 式 集 
的 性 质 ， 我 们 介绍 可 数 片断 弓 v 的 模型 论 的 简单 性 质 。 

定理 13. 2. 4 〈 弓 v 的 省 略 型 定理 ) 设 红 v 是 弓 .的 一 个 
可 数 片断 , 了 是 乡 的 句子 集 . @(z，…，z) 是 经 v 的 一 个 可 
数 公式 集 ， 瑟 中 每 个 公式 的 自由 变 元 都 在 zx ，…，z, 之 中 . 设 “ 

GQ) T 有 模型 ， 

(ii) 对 纤 v 中 任何 一 个 公式 凤 (zi ，…，z)， 如 果 
TU{3z…zp(z1，…， zx,)} 有 模型 ， 则 存在 p (zi ，…，z)E5 
使 TU {3z.…z.(yA9} 有 模型 则 

TU({Yz…z,(V GB(z1，…，z,)} 有 可 数 模型 . 

证 明 令 C 是 可 数 无 限 新 常量 符号 的 集合 ， 如 果 公 式 
HT Tn Yl ya) EL cr cEC, 就 令 
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Mr， Tm cy ov Cn) EL ys LLUC. 令 尹 是 经 中 
有 限 多 个 句子 的 集合 ， 中 出 现 的 C 中 新 常量 只 有 有 限 多 个 ， 
PUT 有 模型 , 取 P={pUTU{V®(e, ,ce): a …，cEC)》 
:p 具有 上 述 性 质 }， 我们 证 明 P 是 vy 的 一 个 和 谐 性 质 集 . 

(C1) 设 w 一 9 都 属于 PUTU{V@BCa, ,cs) 101 Cn 

EC}, 由 pUT 有 模型 知 mw， 一 ?中 至 少 有 一 个 是 
VBlc1，…，c,)， 由 于 V Blc!，…，c,) 不 是 否定 式 ， 只 能 设 
9 一 Vg(c cc ceEC, 一 PEbUT。 则 存在 模型 ZET， 
BF 一 p， 即 FF 一 Vg (a ，…，c,)， 因此， 
BF 了 zzo( 一 V 惠 (zw，zo))。 令 9 一 一 VECz， …，zo)y 由 
题 设 有 ceESE(z，…，z) 使 TU (3z…zs(% 人 Ac)) 有 模型 。 但 不 难 
看 出 〈 一 VB8) Ac 是 不 和 谐 公 式 集 ， 不 可 能 有 模型 ， 因 此 p 满足 
(C1). 

(C2) 设 一 PEbpUTU{IVGCc，…，c) to ,cEC)}, 
则 必 有 一 PE pUT， 由 pUT 有 模型 ZW， 因此 上 碑 一 pg， 这 样 
GlF9 .因此 pU ty*}UT 有 模型 , 这 样 pUt{p*}UTU{Vg(a， 
Cw) :C1，**，Cn€0)) 也 是 PP 的 元 素 ， 这样 P 满 足 (C2). 

(C3) 设 玩 是 zy 的 一 个 可 数 公式 集 , EpUTU{V@ 
《a Cn) ta csEC)}， 则 和 更 EzpUT、 因此 有 模型 
QlFIUT,a 上 和 有， 对 任何 一 个 公式 VE 歼 都 有 FF 思 因此 
PU {y}UT 有 模型 . 于 是 pU{y}UTU{V@Ca, ,cr) tc, …， 
cEC)}EP. 这 样 P 满 足 (C3). 

(C4) 设 VWEPUTU{V®B(G, ,ec) :cy ,cn EC)), 
如 果 V 业 EpUT， 则 由 于 有 做 pUT, 人 UV， 存在 JEY， 
使 于 yy, 这 样 pU {y}UT 有 模型 , 因此 pU{y}UTUI{V ga， 
eco) ic CnEC}EP。, 如 果 VW=V Ble, c), cs， 
cEC, 由 pUT 有 模型 , p 有 限 , p 中 只 有 有 限 多 个 C 中 新 常量 ， 
可 令 y= Aplcis os, cn diy os, dm) cls os Crs di 7, dn 
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EC, 则 TU {Iz zy yn CAPlT1s es, Tes Yi 
ym)))} 有 模型 .由 题 设 存在 PE $$， 使 

TU(3az，…，zeo(3y ss Yn (APT rs Tas Ws 
ym)) 人 9Yz1，…，Z,)} 有 模型 .因此 pU {glc1，…, c,)}UT 有 模 
型 ,由 于 Fay，…，c.)EY 业 ,PP 满足 (C4). 

(C5) 一 〈C7) 留 给 读者 作 练 习 . 

于 是 P 是 和 谐 性 质 集 ， 取 p== 儿 空 集 , 则 TU{V@(c，…， 
cr) tc1，""…， cEC)}EP， 由 模型 存在 定理 知 有 可 数 模型 Br-T， 
对 任意 c，…，cEC，GlF VG@(c，…，c)， 而 Gv 的 论 域 中 的 
每 个 元 素 都 是 C 中 常量 的 解释 . 这 样 BFFVzi，…，zoV 钱 (zi…， 
Zr) .人 因此 TU{Yzi,…，z, VB (rz，…，z)) 有 可 数 模型 ，| 

容易 把 以 上 定理 推广 到 广义 的 省 略 型 定理 . 

定理 13. 2.5 。〈 广 义 省 略 型 定理 ) 设 么 v 是 纪 。,- 的 可 数 片 
断 , 了 是 纪 v 的 句子 集 , 对 每 个 n<w,@B,(zy,，…, z,) 是 Ss 的 
自由 变 元 在 x1,，…, zx,. 中 的 公式 集 ,如果 T 有 模型 , 且 对 每 个 n<<w 
及 纪 v 中 每 个 公式 y(z1，…，z,,)， 如 果 
TU {3z1…， zip(z1，…，z,)} 有 模型 ， 就 存在 pE 8,， 使 
TU {3zi…，z,,(yAP)} 有 模型 ， 则 
TU{AYz…z,V (x1…z,,)} 有 可 数 模型 。 

证 明 .只 要 在 定理 13. 2. 4 的 证 明 中 ， 令 

P={pUTU{V Ga, ,cr) sn<w, oc **, cEC}:p 有 

限 ，p 中 只 有 有 限 多 个 C 中 常量 符号 ，p UT 有 模型 } 

同样 可 以 证 明 P 是 5 的 和 谐 性 质 集 . 取 p= 名 ,由 
(TU{VBAa …， cin<o cy cEC}))EP 知 有 模型 
FT， 对 每 个 nr<w， 任 意 cu ，…， cEC, 有 
UVB(c，…，c.,), 由 于 人 2 的 论 域 中 每 个 元 素 都 是 C 中 新 常 
量 符号 的 解释 ， 因 此 对 每 个 ><w， 
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alFVz…，zV 瑟 (zi…z)， 从 而 有 
UEFA Ne, mVgr 7) | 

设 笃 v 是 红 -。 的 一 个 可 数 片断 . 弓 v 的 一 个 句子 集 T 如 果 
有 模型 ,就 称 了 是 么 z 的 和 谐 理论 , 如 果 了 是 多 v 的 和 谐 理论 ， 
且 对 和 的 任何 一 个 句子 ?都 有 ?ET ,或 一 PET ,就 称 卫 是 经 
的 完备 理论 . 设 p(z1,…, zx,) 是 弓 v 的 一 个 公式 , 对 和 谐 理论 了 ， 
如 果 TU{(3z,…， EX CS ne Zz»)} 有 模 型 ， 就 称 公 式 
8z，…，z) 与 了 和 谐 ， 设 glx,,，…，, zx) 是 与 了 和 谐 的 一 个 公 
式 ， 如 果 对 丝 v 中 任何 一 个 公式 y (xz1，…，z,),， 都 有 

T HEYzer (gz Ts) (zi,)) 
或 

THFYziz (GT1°T) pri, 7)) 
成 立 ， 就 称 Yz…zn) 是 了 的 完备 公式 。 

设 @B(z，…，z)) 是 红 v 的 一 个 公式 集 , 更 中 公式 的 自由 变 
元 都 在 z ，…，mzm 之 中 ,如 果 TU (3z…z, 和 人 更 (zi，…，z))} 有 
模型 ,并 且 对 纪 v 中 任意 公式 y(z1，…,z,) ,或 EF, 或 了 JET， 
就 称 多 是 了 的 一 个 型 。 

引 理 13. 2.6 设 了 是 可 数 片断 弓 v 的 和 谐 理论 , $, (zi，…， 
ZX )， nw， 是 了 的 可 数 多 个 型 .对 每 个 n<w， ®, (zi ， 
Zz,,) 中 不 包含 了 的 任何 完备 公式 , 则 了 有 一 个 可 数 模型 省 略 每 个 

~ &,. 
证 明 只 要 证 明 TU{ 人 Vz4…z。 一 Fz，…，zz.)) 有 模 


型 . 对 每 个 n<w, 任 取 Ly 中 公式 DAE ST 2 » 设 pzT1s 
Zz,,) 与 和谐, 设 JEG, 由 @, 中 不 含 T 的 完备 公式 ， 知 少 不 是 
了 7 的 完备 公式 .因而 存在 丝 v 的 一 个 公式 9(z1…z,) 使 
大 省 亿 Yzi…zr COCzi， Zr) OT ,1 )), 
(2) T HYzer, Yr ,T7071 ,71,)) 
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都 成 立 。 

由 (1) 有 TU{ 一 (Vzi wz (pln tr) 一 0OCz , 
zx))} 有 模型 ， 而 这 就 是 TU {3zi…z, (yA 一 9)} 有 模型 ， 即 
yA 一 9 与 7 了 和谐 , 由 (2) 有 4%Ab 与 了 和谐 . 由 包 是 型 ， 可知 有 
9 或 一 0EB。 设 J&B,， 则 有 一 JEGB,， 显 然 有 有 JA 一 一 y 与 和 
谐 . 这 样 只 要 y 与 和谐, 就 总 有 一 个 公式 0E@,， 使 %A 一 8 与 
7 和 谐 。 由 定理 13. 2. 5 TU{A_Vz…z, 9} 有 可 数 模型 ， 而 


这 就 是 了 有 可 数 模型 省 略 每 个 瑟 . 

设 %zi，…，z) 是 纪 v 的 一 个 公式 , T 是 人 的 一 个 和 谐 
理论 ,如果 乡 与 工 和 谐 且 存在 7T 的 完备 公式 Kzri，…，zx,), 使 
THFYzeerA(Hzi p(T) ,就 称 J(z1，… ,x,) 是 
7 的 可 完备 化 的 公式 ,否则 就 称 y(z,，…，z,) 是 了 的 不 可 完备 
化 的 公式 。 

引 理 13.2.7 设 了 是 纪 v 的 和 谐 理论 ， 则 了 有 一 个 可 数 模 
型 ,对 每 个 nx<w, 4 中 任意 元 组 a1,，…, a, 必 存 在 一 个 公式 
9Y(z，…，zo)，9 或 是 7T 的 完备 公式 或 是 的 不 可 完备 化 的 公式 ， 
使 gas，…， ao 

证 明 对 每 个 n<w, 令 (zi1，…， zx,) 是 以 Zz1，…，x, 为 
自由 变 元 的 公式 Kx，…, z,) 的 集合 ,到 , 中 每 个 公式 pz，… ,xz,) 
或 是 了 的 完备 公式 , 或 是 T 的 不 可 完备 化 的 公式 ， 设 
YCrz，…，mz) 是 绎 的 一 个 公式 ,% 与 和谐 , 如 果 少 不 可 完备 
化 , 则 yEG, yAy 与 和谐, 如 果 y 可 完备 化 , 则 存在 T 的 完 
备 公式 Yrz1，…，zx,)， 使 

THYziz (Fz, Tp ri, Zz)) 

这 样 T HYzeez (Fry g(r 1 )) 

因此 TU {3z.…z.《pAy)} 有 模型 , 即 yAg 与 7 和 谐 ,由 于 
9 是 完备 公式 ， 必 有 pE B.。 由 定理 13. 2. 5， TU{A Va VD, 
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(zi …，z)} 有 可 数 模型 al, 人 UT, 对 每 个 n<w, 任意 oa …， 
an€EA 有 Kzi，、， ZX,)EGB, 使 Uglal，…，an]. 由 ,的 定 
义 知 p 或 是 了 的 完备 公式 , 或 是 了 的 不 可 完备 化 的 公式 。 1 

类 似 于 一 阶 逻辑 模型 论 ， 我 们 可 以 定义 丝 v 的 初等 子 模型 。 
设 U, 贸 是 如 的 模型 ,UC 多， 如果 对 纪 v 的 每 个 公式 
zi…yz) 任意 ai，…，asE4， 上 Ca,…，ao] 当 且 仅 当 
2FYCa ao 就 称 Bl 是 多 的 Sy 初等 子 模型 ， 记 作 
UK 

设 工 是 纪 v 的 和 谐 理论 , 纪 的 模型 FT, 如 果 对 任意 模型 
BFT， 都 有 安信 过 就 称 2 是 了 的 素 模 型 。 


定理 13.2.8 设 了 是 纪 v 的 完备 理论 ， 则 

(i) 2 是 了 的 素 模型 当 且 仅 当 人 2 至 多 可 数 , QUT, 且 对 任 
意 的 al，…，a,€ A， 存 在 T 的 完备 公式 p(x1，…，z,)， 使 
FFYCa **, an); 

(ii) 了 的 任意 二 个 素 模型 同 构 ; 

(iii) T 有 素 模 型 当 且 仅 当 丝 v 中 不 存在 与 了 和谐 的 T 的 不 
可 完备 的 公式 。 _ 

证 明 (Gi) (=>) 由 T 和 谐 及 降 L 一 S 一 T 定理 , 了 一 定 有 可 
， 数 模型 ,由 于 是 7 的 素 模型 , 则 人 至 多 可 数 。 设 
a EAB(T ,XZ,) 是 ai，…，a, 实现 的 型 ， 即 
Br T= {gz TE a )}, 如 果 多 不 含 T 
的 完备 公式 ， 由 引 理 13. 2. 67 有 模型 多 省 略 8(zi，…，xz)， 但 
这 时 必 有 /: UK, 从 而 fa!，…，fa,€B，fal，…，fa, 实现 


中， 得 到 蔬 盾 ， 这 样 (zx,，…，zx,) 中 必 有 了 的 完备 公式 。 
(二 ) 设 人 UFEFT, 人 可 数 ,， 且 对 任意 wa，…，a.E4， 都 有 了 
的 完备 公式 PCzi，…，z)，FFYCo，…，a]， 列 出 4 的 全 体 
元 素 a1，as，…， 对 每 个 nw, 令 (xz1，…， Xx,) 是 T 的 完备 公 
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式 ，BlFgCe，…，a]。 任 取 了 的 一 个 模型 多, 由 于 (zi) 是 了 
的 完备 公式 , 则 TU (3zrg(Cz)} 有 模型 , 由 了 完备 ， 必 有 
3ziw(zDeT, 因 此 马上 3zm(Czm)， 从 而 存在 训 EB， 使 
名 帮 q[b1] ,归纳 假设 已 经 有 b，…，5b.E€B, 使 BB 睹 pb， …， 
bb 我们 证 明 必 有 5,r1€E B, 使 BB 睹 BriCb，…， "+1]。 由 于 
FiCa，…，at, 有 2 上 3zrag+rtCa，…，a]， 于 是 
Fa ，…，a] 一 zsiCa，…，a. 由 于 多 是 了 的 完 
备 公 式 ， 因此 必 有 了 FYzz (Iz 这 样 及 有 
BFRb tb1，…，b,) ,从 而 

I Rt+1l Ch, ,bb,), 因 此 有 bEB, 使 
FUHC ,b+ 这样 我 们 归纳 证 明了 存在 如 的 可 数 无 限 子 
集 记 ，0，…， 对 每 个 mn<o，2BHF8 CO ，…，b]， 

令 f: AB、f(a,)=b,, 则 是 4 到 B 内 的 一 个 映射 ,我们 
来 证 明 f 是 到 多 内 的 初等 嵌入 , 设 y(z1,，…，, z,) 是 红 v 的 
任 一 公式 .FFYCo，…，a]， 由 此 可 得 

THYzwr (gn) (TXT,))。 从 而 有 
BEY bo), BN BEY ，…，j 因此 次 多 . 

(ii) 设 2, 多 是 T 的 两 个 素 模型 , 由 (i), 2U, 多 可 数 ,可 
以 列 出 4，B 的 全 部 元 素 

Qi，a2，Q3，…， bi, bs, bs, Er 

用 过 来 过 去 法 可 以 建立 A，B 的 两 个 重 排 。 

Qi az ass 3 bs bos bss 

使 对 任意 nw， 有 了 的 完备 公式 只 Cz，…，z)， 
gel，…，a] BERLD, 0 bo). 

令 f: A>B, f(a,)=b,, 则 f 是 4 到 B 的 一 个 满 射 , 容易 证 
明 对 多 v 的 任意 公式 %z，…，z)，UlFVCal，…，as] 当 且 仅 
当 家 FF%Cb，…，,b]。 特 别 对 弓 的 公式 这 个 结果 当然 也 是 成 立 的 ， 
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因此 实名 . 

(ii) (>) 设 了 有 一 个 不 可 完备 化 的 公式 Fz,，…，, xz,), 上 且 
9 与 了 和谐 , 由 TT 是 完备 理论 有 TE3z1,…z.9《z1…zx,)， 这 样 对 
人 的 任何 一 个 模型 ,都 有 oa，…，a.E 4, 使 gal,… sa, 
我 们 断定 a;，…，a, 不 能 满足 T 的 任何 一 个 完备 公式 ， 否则 9 就 
可 以 完备 化 ， 由 已 证 的 (i) 知 2 不 是 T 的 素 模 型 ， 从 而 了 没有 
来 模型 。 

(<) 设 T 没有 与 之 和 谐 的 不 可 完备 化 的 公式 ， 由 引 理 
13.2.7，T 有 一 个 可 数 模型 对 每 个 nw 每 个 
a，…，awE4,a,…，ar 都 满足 一 个 T 的 完备 公式 , 再 由 (i) 知 
UY 是 T 的 素 模 型 。 | 

推论 13.2.9 设 T 是 弘 v 的 完备 理论 , 对 每 个 n<w,T 至 多 
有 可 数 多 个 型 B(xz,，…，xz,)， 则 7 有 素 模型 。 

证 明 由 定理 13. 2. 8 (i) 只 要 证 明 丝 .vy 中 没有 与 了 和 谐 的 
了 的 不 可 完备 化 的 公式 , 7 了 就 有 素 模 型 . 设 n<w, yx，…， x,) 
是 与 了 和 谐 的 了 的 不 可 完备 化 的 公式 。. 记 ziET, B(x1,…, zx,) 是 
了 的 一 切 包含 公式 %z，…，z,) 的 型 由 题 设 知 了 至 多 可 数 。 可 
以 断定 对 每 个 iE71, 5$; 中 不 含 T 的 任何 完备 公式 ,否则 若 有 iE 了 7， 
@, 中 有 TT 的 完备 公式 YXz1，…，x,)， 则 
TU (3z zi(FzT ;ZT) 人 yb《z1,…zx,))) 有 模型 ,因此 
TYzez (IFT) )) ,由 于 Fz) 是 T 
的 完备 公式 ， 一 定 有 

THYzz (HT ,TT 1 7)) 

成 立 ， 从 而 少 是 T 的 可 完备 化 的 公式 ， 得 到 矛盾 。 现 在 由 引 理 
13.2.6,T 有 一 个 可 数 模型 UU 省 略 每 个 &,, 但 plz1, “0 Xa) 与 
T 和 谐 ， 因 此 有 THFH3z…zr%z，…，z)， 由 了 完备 ， 
3zi…zogCz yz) 是 了 中 一 个 公式 ,因此 存在 c，…，a.E4， 
使 BFF%Coi， oo 
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以 更 (zi，…，z) 记 被 模型 2 的 元 素 a ，…，, a, 实现 的 型 . 
但 由 ylz1,…,z,) EE 多 知 必 有 某 iE1, 使 严 =， 2 实现 更 ， 省 
略 @; 是 个 矛盾 ! 这 样 了 没有 与 之 和 谐 的 不 可 完备 化 的 公式 。 上 

关于 素 模 型 的 完备 理论 的 这 个 特征 与 一 阶 逻 辑 中 相应 的 结论 
是 一 致 的 ,和谐 理论 了 如 果 在 同 构 的 意义 下 只 有 一 个 可 数 模型 就 
称 了 是 喧 范畴 的 理论 。 纪 。。 中 有 一 个 句子 可 以 给 出 范畴 理论 的 
特征 。 

定理 13.2.10 设 了 是 纪 v 的 完备 理论 , 则 T 是 ww 范畴 理论 
当 且 仅 当 TFEA YzzV{tzo rz):9 是 了 的 完备 公式 }， 

证 明 (<=) 设 0 一 人 Vzi…zeV {p(T1,"…X,):9 是 T 的 完备 
公式 ). 若 TFb, 任 取 了 的 两 个 可 数 模型 U, 急 , 则 FF0, FF0， 
由 定理 13.2.8 (i) 知人 UU, 多 都 是 7 的 素 模型 ， 由 同一 定理 的 
(ii) QU 衬 多 ， 因 此 了 T 是 ww 范畴 理论 。 

(>) 设 T 是 范畴 理论 , 则 T 只 有 一 个 可 数 模型 al, 于 是 
2 一 定 是 了 的 素 模型 。 由 定理 13. 2. 8 (i) 必 有 全 0. 设 久 是 T 
的 任意 一 个 模型 ， 由 工 完备 ， 有 人 二 多 . 若 儿 有 限 ， 则 由 一 阶 
逻辑 已 知 有 人 法 多 , 则 SF0。 若 多 无 限 , 由 纪 v 的 降 L 一 S 一 下 
定理 , 一 定 有 可 数 模型 雪人 闪光 但 了 是 性 范 畴 的 , 必 有 ak 佐 G， 


因此 泊 写 ,从 而 又 有 FF-0, 这 样 了 的 每 个 模型 都 满足 9, 从 
而 TFEO。 1 
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